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Introducciéon

Las siguientes notas han surgido a partir del contenido de un ciclo de cinco conferencias
que Salim Meddahi impartié en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza,
dentro de las actividades del Seminario de Matematica Aplicada, en junio de 1995. La
posterior redaccion de las notas fue realizada por Javier Sayas.

En este curso introducimos algunos métodos de descomposicion de dominio aplicados a
la resolucién de problemas elipticos de segundo orden en dimensién dos. Recientemente las
técnicas de descomposicion de dominio han sido considerablemente desarrolladas (ver las
monografias [7, 13] y las referencias alli incluidas). Estos métodos constituyen una manera
natural de tratar problemas en geometrias complicadas, o bien de estudiar ecuaciones de
diferente tipo en diferentes partes del dominio fisico. Otra motivacién importante para el
estudio de dichos métodos es su adaptaciéon al calculo en paralelo.

En general los métodos de descomposicion de dominio consisten en sustituir la re-
solucion de un sistema matricial muy grande por un proceso iterativo que precisa la
resoluciéon (a veces en paralelo) de varios sistemas de talla reducida en cada iteracién. El
punto crucial en los diferentes métodos de descomposicion de dominio es la transmision
de la informacion entre los subdominios. Existen dos categorias de métodos de descompo-
sicion de dominio. La primera se basa en una particién del dominio en regiones disjuntas:
la relaciéon entre las soluciones en los subdominios se expresa mediante condiciones de
continuidad en las intercaras. La segunda categoria se basa en una descomposiciéon con
recubrimiento. El ejemplo mas conocido en esta categoria es el método de Schwarz en el
que se resuelven problemas similares en cada subdominio intercambiando las trazas sobre
las intercaras.



El curso se divide en cinco partes. En el primer capitulo introducimos en un caso simple
los métodos de Schwarz multiplicativo y aditivo. En el capitulo 2 damos en un marco
abstracto general la teoria de convergencia de ambos métodos que servira de soporte para
el estudio de las tres aplicaciones que presentamos en los tres siguientes capitulos. La
primera es un método de descomposicion de dominio con recubrimiento. Seguidamente
estudiamos un método multinivel y finalmente presentamos un método de Schwarz equi-
valente a un método de descomposiciéon de dominio sin recubrimiento.

Para leer esta monografia bastan conocimientos elementales de las técnicas de Analisis
Funcional (teorfa basica de espacios de Hilbert, de distribuciones y de los espacios de
Sobolev més habituales), de su aplicacion a las ecuaciones en derivadas parciales lineales
elipticas de segundo orden y del analisis del método de los Elementos Finitos.



1. Descripcion de los métodos de Schwarz

Consideremos dos dominios €2; y {25 acotados, con geometrias simples y una zona de

solapamiento en el plano R2. Sea € := Q; U ,. Nos planteamos el problema de contorno
en EDP

—Au = f, en (2,
(P)

uyag =0.

Q1

Q2

Figura 1: Un dominio formado por unién de dos dominios con geometrias sencillas

1.1. Método de Schwarz multiplicativo

El método de Schwarz es un esquema iterativo para aproximar la solucion del problema
anterior mediante la resolucién de problemas en los dominios §2; y €2y (ver Schwarz[19]).
Dado u™, aproximacion de u, se resuelve

n+1 __
—Aui" = f, en {4,
n+1 _ O
Uy \aﬂmaﬂ =Y,

n+1 _.n .
ul |anﬂQQ =Uu |891ﬁ92}

y seguidamente
—Auytt = f, en {2,

n+1 _
uy ™ aa,nan = 0,

n+1 _ n+l
Ug |392091 = Uy ’392ﬁ91'

La funcién «™*' igual a uj™ sobre Qy y a u}*! sobre Q\Qy se toma como siguiente
aproximacién de u, reinicidandose el proceso.



Q1 (o]

Q

Q2 Q2

Figura 2: El método de Schwarz: se resuelve primero en el dominio €2y; la restriccion del
resultado a la zona de 0€2y contenida en €2 se utiliza como dato de contorno para resolver
en Qz

La formulacién variacional del problema (P) es, como siempre,

u e HHQ),

a(u,v) = f(v), Yo € H} (),

donde
a(u,v) = / Vu - Vo dx,
Q

f(v) = /Q fudx.

Para escribir la formulaciéon variacional del método de descomposicion de dominio
consideramos Hj (€2;) (con i =1 6 2) con la siguiente definicién

HY(Q) = {v € HY(Q) : vlng, = 0},

es decir, las funciones de H}(£2;) se consideran extendidas por cero al resto del dominio {2
(nétese que se mantienen asf dentro de H'(Q2)), por lo cual H}(€;) puede ser considerado
un subespacio de H} () para i = 1,2.

Con las mismas definiciones para a(-, - )y f(-) consideramos los siguientes problemas:
partiendo de u™ € HJ (), se resuelve

( +1) 21 € H&(Ql),
Py
a(z1,v1) = f(v1) — a(u™, vy), Vo, € Hy (),

se realiza una primera correccion
1
u"te ="+ 2 € Hi(Q),
se resuelve después

( +1> 29 € H&(Qg),
P
a(z,v2) = f(va) — a(u'™2,v), Vv € HH(Q),
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y se vuelve a corregir
1
u"tt = w2 + 2 € Hy(Q).

El término independiente del primer problema variacional es el calculo de una a—pro-
yeccion de la parte del residuo de la iteracion anterior que afecta al primer subdominio,
es decir, se considera

/
f() —au", ) € (Hy())
y se calcula 21, el representante por el teorema de Riesz-Fréchet en el citado espacio con
. 1 .
a como producto escalar. La correccién u™*2 da lugar a un nuevo residuo —en el segundo

subdominio— y se realiza una nueva apliacién del teorema de representacién del dual para
volver a corregir.

1.2. Formulaciéon operacional del método de Schwarz multipli-
cativo

Notemos que Hg(€);), entendidos como subespacios de H}(€2), son cerrados, ya que,
de hecho, son las clausuras respectivas de D(€2;).

Por tanto, dado v € H}(Q) podemos definir su a—proyeccién ortogonal sobre H} (),
denotada P;v, como el unico elemento de H}(€;) que cumple

a(Pv,w;) = a(v,w;), Vw; € Hy ().
Sin mas que notar que
a(u,v;) = f(v;), Vv, € H(Q;) € Hy (), i=1,2,

donde u es la solucién de la formulacién variacional asociada a (P), el algoritmo de
Schwarz multiplicativo se puede reescribir de la siguiente forma: partiendo de u™ € H} (),
se resuelve

21 € H&(Ql),
a(z,v1) = alu — u™, vy), Vo, € Hi (),

se corrige )
u"te =" + 2 € Hy(Q),

se resuelve en el segundo subdominio

29 € H&(QQ),

T3, 0y), Yo, € HY (),

a(ze,vg) = a(u — u"

y se corrige de nuevo

1
u = w2 4oz,

Por tanto, aplicando la definiciéon de P,

2z = P(u—u"),



luego )
"tz =y + P(u—u").

De la misma forma
1 1 1
u' = w4y = u"e £ Py(u—u"T?)

y componiendo
u—u" = (I - P)([I — P)(u—u"),

siendo I el operador identidad en H} (). El operador
(I = P)(I = P1)

es llamado operador de amplificacion del método. Sea || - || la norma de operadores en
L(HL(Q), H}(2)). Entonces se demuestra —ver Lions [14]- el siguiente resultado:

Teorema. Eriste 6 < 1 tal que
(1 = P)(I = P <.

Por tanto, el método de Schwarz multiplicativo converge.

1.3. Método de Schwarz aditivo

El método aditivo se obtiene modificando el método multiplicativo de forma que los
calculos para cada paso en cada subdominio se hagan de forma paralela, sin que la infor-
macién del primero intervenga en la del segundo.

Visto como problemas de contorno, conocido "™, aproximacion de u, se resuelven

+1 _
—Au" = f, en €,
i=1,2.
n+1 .
ui ™ o, = u"aq,,

Como u™*! se toma la funcién que en Q\Qs coincide con u} ™, que en Q\Q; coincide con

uy™, vy en la interseccién de los subdominios se toma ] + ujtt — u.

Pasando a la formulacién variacional (ya abreviada por medio de los operadores de
proyecciéon P), se tiene: dado u" € H{(f2) se calculan

2 = Py(u—u™) € Hy (), 1=1,2
y se corrige
u =" 4 2+ 2.

Notese que, aunque u —la soluciéon exacta— aparece en el proceso, es bajo una a—proyec-
cion, luego lo que aparece realmente es f.
La expresion de la evolucion del error del método es

u—u"t = (I - P — P)(u—u"),
luego el operador de amplificacion del método aditivo es

I — P —Ps.



1.4. Métodos discretos de descomposicion de dominio

El tratamiento numérico del problema variacional

u e H(Q),
(P)
a(u,v) = f(v), Yo € H}(Q),

y de problemas en los subdominios del tipo

zZ; € H&(QZ),
(P;)
a(zi,v;) = g(v;), Vu; € HY(Q),

se puede realizar por medio del método de los elementos finitos.

Supongamos que §2,€); y €5 son poligonales. Sea 7, una triangulaciéon regular de €2
que respete la descomposicion de €2 en los subdominios, es decir, tal que la clausura de
cada §2; sea unién de elementos de la triangulacion.

Definimos los espacios de elementos finitos

Vi, == {uon € Hy(Q) : vp|r € VT € Tp},

Vii = Vi N Hy (), 1=1,2.

Dada la base habitual de V}, {y;}, de funciones con soporte minimo, que valgan uno
en el nodo i—ésimo y cero en los demés, consideramos la matriz de rigidez A,

Aij = a(wj, ¢i)

y el vector F
Fi:= f(pi).

El método de los elementos finitos para el problema en el dominio completo se reduce
a resolver el sistema

AU = F.

En cada 2; realizamos una numeracion local de los nodos, definimos de forma similar
una base y las matrices de rigidez A; y A,. Las numeraciones locales de nodos en 2;
pueden ser puestas en relacién con la numeracién global en 2 mediante las matrices R!
definidas como

1, sil es el nim. global del nodo k en €2;,
(R == {

0, en otro caso,

para i =1,2.

Por tanto si IV es el nimero total de grados de libertad del problema (N = dim V})
y N; son los grados de libertad en cada subdominio, es decir, N; = dim V},;, las matrices
R! son matrices N x N;. Multiplicadas a un vector con N; componentes, dan otro de
N componentes con los mismos valores nodales en los nodos de €2; ordenados segun la
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numeraciéon global y con ceros en las demas componentes. Por tanto, una funcién del
espacio de elementos finitos V},; es extendida por cero al resto del dominio €.

El operador lineal asociado a la matriz traspuesta R; es un operador de restriccién,
que renumera la informacion de los nodos de ) que estan en (); para adaptarla a la
numeracién local, e ignora los valores de los grados de libertad que no pertenecen al
interior del subdominio.

Nota FEs sencillo comprobar que en las notaciones anteriores,
A; = RARY, i=1,2.

Resolver por elementos finitos un problema del tipo (P;) se reduce a resolver sistemas
lineales

Seguidamente daremos las versiones discretas de los dos algoritmos de Schwarz expues-
tos anteriormente. Estos algoritmos surgen de resolver con elementos finitos cada uno de
los subproblemas asociados.

1.4.1. Método de Schwarz multiplicativo

Conocido U™, se calcula

21 = A7 R(F — AU™),
se corrige (nétese que hay que extender hasta V)
U™3 = U™+ Rizy = U™ + REATIRI(F — AU™),
se calcula en el segundo subdominio
29 = Ay Ry(F — AU™2)

y se corrige por segunda vez
n41
l/n 1—1/ Q‘I—R;ZQ.

Eliminando la etapa intermedia se obtiene la siguiente expresion de la evolucion del
error del método

U—U"" = (I — RbAF'RyA)(I — RIAT Ry AU — U™).

El operador matricial
P = RIAT'R;

realiza la A—proyeccién sobre V.



1.4.2. Método de Schwarz aditivo
Conocido U™ se calculan para i = 1,2
2= ATTR{(F — AU™)
y se corrige
U™ = U™ + Rizy + Rhzy = U™ + (REATTR) + RLAST Ry (F — AU™).
Denotemos
M;' = REAT'R, + RLASR,.

Entonces el método aditivo se puede escribir
Uttt = U™+ M Y(F — AU™).

Por tanto, este método se puede entender matricialmente como la aplicacion del método
de Richardson! para el sistema AU = F con matriz de precondicionamiento M !, es decir,
se aplica el método iterativo al sistema

M;'AU = M 'F
con M1 = AL

Nota FEn algunos casos particulares de subdominios que no contienen nodos comunes,
luego N1 + Ny = N, y con una adecuada numeracion local y global, el método de Sch-
warz aditivo es iqual a un método de Jacobi por blogues. De la misma forma, el método
multiplicativo equivale a un método de Gauss-Seidel por bloques.

Dada una matriz A simétrica y definida positiva, decimos que una matriz B es
A—simétrica si
(ABU,V) = (AU,BV), VUV,

es decir, si es autoadjunta respecto del producto escalar (-, -)4 := (A-, -). Ello es equi-
valente a que la matriz AB sea simétrica (/—simétrica). Nétese entonces que la matriz
M'A es A—simétrica de forma trivial.

De la misma forma decimos que B es A—definida positiva (abreviado A—DP), si el
operador matricial asociado a B es positivo con el producto escalar (-, )4, es decir, si

(ABU,U) > 0, YU # 0.
De nuevo, es facil ver que si B es A—simétrica, B es A—DP si y s6lo si AB es definida
positiva. Por una parte

2
U'AM, AU =) (RAU)' A7 (RAU) >0, VU,

i=1

ldado un sistema Bz = b se plantea un esquema iterativo consistente z,41 = z, + (b — Bx,) =
b+ (I — B)x,, que corrige en cada paso la solucién con el residuo; el método convergerd cuando la norma
matricial de I — B sea suficientemente pequena



por ser A; y Ay definidas positivas. Ademas
U'AM AU =0

implica que
R,AU =0, 1=1,2

y, por tanto, AU = 0, de donde se deduce que U es nulo. En consecuencia M, 1A es
A—-DP.
Por tanto, dada la matriz de precondicionamiento M ! el sistema

M'AU = M 'F

puede ser resuelto, en lugar de por el método de Richardson, por el método de Gradiente
Conjugado (GC en adelante) definido con el producto escalar (-, -)4. De esta forma la
convergencia es mas rapida

cond (M-1A) -1 "
HU—U”HA§< (M 4) )HU—UOHA,

veond (M7 1A) +1

siendo cond el cociente entre el mayor y el menor valor propio. El método de Schwarz
aditivo serd entendido a partir de ahora como el precondicionamiento dado por M ! del
sistema AU = F' y su resolucion mediante GC.

Nétese que el coste de aplicar la matriz M, ' a un vector es el de resolver simultdnea-
mente un problema por cada subdominio.

El método de Schwarz multiplicativo se puede reescribir de forma similar con la matriz
de precondicionamiento

Mnibl = (RiA;lRl + RéA;lRQ — RéA;lRQRtiAflRl) Ail,
que ya no tiene las propiedades de simetria de la del aditivo. En cambio, el método

multiplicativo, en su forma iterativa, es més rapido que el aditivo, luego no necesita la
aceleracion de convergencia que da el GC.
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2. Teoria abstracta de los métodos de Schwarz

Sean V' un espacio de Hilbert, a : V' x V' — R una forma bilineal continua simétrica y
V —eliptica, f € V.
Consideramos una familia finita de subespacios cerrados de V,

v i=0,1,...,J

de forma que

Consideramos el problema

ueV

a(u,v) = f(v), Yo eV,

que tiene solucién tnica por el teorema de Lax-Milgram. Por el mismo resultado, las
a—proyecciones sobre V;

que‘/;v

a(Pyu, p) = alu, p), Vo e Vi,

estan bien definidas para todo i.

2.1. Meétodo aditivo

Definimos el operador
J
Py
i=0

y sustituimos el problema variacional que determina u por una ecuacion
Pu=F,

que tenga la misma solucién.
Dado f, consideramos las soluciones de los problemas

ule‘/la

a(ui, o) = f(p), Vo€V,

para i =0,...,J y definimos
F, =uy+...+uy.

Entonces la solucién de

ueV,
(P)
a(u,v) = f(v), Yv eV,
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es solucién de
Pu=F,.

Por tanto, la ecuacion anterior tiene solucién, y si P es inversible, su tUnica solucion es la
de (P). Nétese que

J J J
a(Pu,v) Za Pu,v) = Za(PZ-u, Pu) = Z a(u, Pv) = a(u, Pv),

1=0 1=0 =0

por la simetria de a y la definicién de las proyecciones P;, luego el operador P es a—simétri-
co, es decir, autoadjunto respecto del producto escalar a( -, - ). Ademds

J J
a(Pu,u) =Y a(Pu,u) =Y a(Pu, Pu) > 0,
=0

=0

de donde los valores propios de P son no negativos. Mas atun, si Pu = 0 la expresion
anterior implica que todos los P;u = 0. Por tanto, como V' =V, + ... + V}, existe una
descomposicién u = ug + ...+ uy con u; € V; para todo j y

7 J
Hu||2zz a(u, u;) Za (Pju,u;) =0,
=0 =0

luego P es inyectivo y la ecuacién tiene solucion tnica.
En dimensién finita, el objetivo es aplicar el método GC para resolver el sistema
Pu = F,. Si encontramos Cy y (' positivos tales que

Cyta(u,u) < a(Pu,u) < Cra(u, u),

para todo u, entonces

P
Amaz(P) = méx a(Pv,v) < (4,
w20 a(v,v)
' P
Ain(P) = max 2200 5 oo,
w0 a(v,v)

Por tanto, todos los autovalores son estrictamente positivos, y el condicionamiento de P
cumple

cond (P) < Cy(Cy

El resultado siguiente debido a P.-L. Lions, ver [14], da una condicién suficiente para
que se tenga la cota por debajo (la constante Cy), que demuestra la (V, a)—elipticidad de

P.

Lema 1 Supongamos que existe una constante Cy tal que todo u € V' admite una des-
composicion
J
w=> w, eV,
i=0
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que satisface

J
Za(ui,ui) < Coalu,u).
i=0
Entonces
a(u,u) < Coa(Pu,u).

Demostracion. Por la definicién de los operadores de proyeccion P; y aplicando las desi-
gualdades de Cauchy-Schwarz en V' con el producto escalar a y en R/*! se tiene

a(u,u) = Za(u,ui):

=0
J
= Za(Pu u;) <
=0
d 1 1
< Za(Pu Pu)za(u;,u;)2 <
1=0

AN
7~
e
e
T
I
~
Q
\_/
[y
N
-
=8
2
S
v
|

VAN
/‘\
]~
@
TJ
£
T
2
v
[
2
=
£
l\’)\»—t

En consecuencia

”M“
NU
=
NS
®
Q

INg
2
J
=
&
i
2
g
=
£

que es la cota que queriamos demostrar. O
Por tanto, en dimension finita, bajo las hipdtesis del lema,

1
(P)= &

Nota FEn general se cumple para todo u

a(P~'u, ) UIEB% Z a(u;, u;)

ug EVI =0

y el minimo se alcanza Unicamente en la descomposicion u; = P;P~'u para todo i.

Demostracion. Si tenemos una descomposicién cualquiera
U= E Uj, u; € Vi, Vi,
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entonces aplicando de nuevo la definicién de los operadores P; y las desigualdades de
Cauchy-Schwarz

a(P'u,u) = Za(P_lu,ui):

luego

Ademas la desigualdad es igualdad si y sélo si se tienen las J + 1 igualdades en la desi-
gualdades de Cauchy-Schwarz aplicadas anteriormente, lo que ocurre si y sélo si

U; = -P'iP_lu7

para todo 1. O

Partiendo de las hipodtesis del Lema 1 se deduce que

i a(P~tu,u) b min 2;']:0 a(u;, u;) <G,
w0 a(u,u) u0 a(u,u)

luego en el caso finito-dimensional

)\71

min

(P) = )‘max(P_1> S CO‘

El resultado que sigue estudia la cota contraria. Por conveniencia respecto de los
métodos que se aplican en la practica, el espacio V; es tratado de forma diferente.

Lema 2 Supongamos que existen €; ; constantes reales tales que
0<e; <1, &y =gy

Y que

[N

1
a(uiauj) < 5i,ja(uiaui)§a<uj7uj) )
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para todo u; € Vi,u; € V; y para todo i,j = 1,...,J. Si denotamos por p(€) el radio
espectral de la matriz (simétrica)

€ = (51'0')%],]‘:17
entonces
a(Pu, u) < (p(E) + )a(u, u)
para todo u € V.

Demostracion. Descomponemos primero

a(Pu,u) = a(z Pu,u) + a(Pyu, u)

i=1
y estudiaremos los dos sumandos por separado.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

a(Pyu,u) < a(Pou,Pou)%a(u,u)% = HPouHaa(u,u)% < a(u,u),

ya que la norma de P, como operador en V' con producto escalar a( -, -) es menor o igual
que uno por ser una proyeccion ortogonal.
Por otra parte

J J J
o} P,y Pu) = Y a(Pu, Pu) <
i=1 j=1 ij=1

J
< Z Ei,ja(Piu7Piu)%a(Pju7Pju)% =
ij=1

= vi&v,

donde ) )
vii= (a(Plu, Pu)z, ... a(Pju, PJu)§> .
Como & es simétrica, entonces
1
1€]l2 = p(E°€)2 = p(€)

y por otra parte, para todo v # 0,

viEv
— < ||€]l2,
viv

luego se deduce que

a(ZPm,ZPju) < p(g)za(g-u,a-u):

IN
o)
—~~
)
=
i M <
_
e
\_ﬁ
m M <
—_
T
&
[N
I
—~
u:
&
[N



aplicando una vez mas la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Finalmente

J J J
o> Pu,u) <a(Y" P,y Pu)ra(u,u)z < p(€)alu, u),
i=1 i=1 i=1
de donde se deduce el resultado. ]

Por tanto, en el caso finitodimensional,
Amaz(P) < p(€) + 1.
Nota Las hipotesis del lema implican que para todo ,

€= 1,

)

ya que basta tomar el mismo elemento como primera y sequnda componente. Por tanto la
traza de &€ es J, de donde se deduce que p(€) > 1.

Restringidos al caso en que V' tenga dimensién finita, el método de Schwarz aditivo
queda en su version abstracta como sigue. Se resuelven problemas en los subespacios V;
para calcular el término independiente del sistema Pu = Fj,. Seguidamente, como P es
simétrica y definida positiva respecto del producto escalar a(-, -), el sistema se puede
resolver mediante el método de gradiente conjugado con el anterior producto escalar.
Cada paso del método GC exige multiplicar un vector por la matriz P, luego calcular
las a—proyecciones P; del vector, es decir, resolver un problema en el subespacio V;. La
velocidad de convergencia viene controlada por el condicionamiento de P (ver seccién
precedente), luego se puede expresar en funcién de Cy y p(E).

2.2. Meétodo multiplicativo

Con las notaciones e hipétesis de la introduccion de esta teoria abstracta nos plantea-
mos un esquema iterativo para la resolucién del problema

u€eV,
a(u,v) = f(v), YoeV.

Dada u™ aproximaciéon de u, calculamos

n

Z_1 = U
Zp = Zi—1+B(u_Zi—1)7 22077‘]
"ttt = 2.

En cada paso se realiza la a—proyeccién sobre uno de los subespacios del residuo del paso
anterior. Esta proyeccion no requiere conocer u, puesto que Pyu se conoce resolviendo el

problema
PueV,

a(Pu, @) = a(u, @) = f(v), VpeV.
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Notese que estos problemas se resolvian también para llegar a la expresion como ecuacion
del método aditivo.
Denotamos
EJ = (I—PJ)(I—Pl)(I—Po),

que es el operador de amplificacién del error del método. Consideramos su norma

a(E v, v
1By = sup 2E700)
ozvev  a(v,)

que acota la amplificacién del error medido en norma || - ||,

Teorema 1 (Bramble et al [7]) Supongamos que se satisfacen las hipdtesis de los le-

mas 1y 2. Entonces
1
Bl <4/1-— .
1Ell < \/ (5 2EPGo

Demostracion. Sean
E_1 = I,
E,=(1-PF)...(I - PR), j=0,...,J
Obviamente para todo j > 0,
Ej=I—-PF)Ej..

Denotamos por -7 la trasposicién de un operador respecto del producto escalar a( -, - ).
Entonces, hemos visto en el estudio del método aditivo que

P =Pp,

)

para todo 7. En consecuencia es inmediato ver que
T Trp _ T pp.
B, \Ej 1 —E;E;=FE; PjE; ;.
Por tanto, sumando

J
I-EJE; =Y El \PBii. (1)
k=0
Por otra parte,
Ej1 — Ej = PiEj,

luego
j—1

[=E;+ ) PEy (2)
k=0

para todo 7 > 1.

17



Notemos que a(P; -, -) es una forma bilineal simétrica y semidefinida positiva, luego
se puede aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz respecto de ella. Entonces, fijado 7 > 0
y aplicando (2) se tiene

7j—1
a(Pju,u) = a(Ppu, Bj_yu) + a(Pu, Pou) + Y a(Pyu, PuEp_qu) <
k=1

-1
< a(Pju, u)% (a(PjEj,lu, Ejflu)%‘*' @(PjPo% Pou)%) + a(PjU, PEy_qu).

1

<.

e
Il

Aplicando la segunda hipétesis (ver enunciado del lema 2) y simplificando (nétese que
a(Pju, Pju) = a(Pju,u) por la definicién de F;)
-1
a(P;Pyu, Pou)% + g xa(PyEy_1u, PkEk_lu)% =
1

[NIES
<.

a(Pju,u)% <a(PE;_qu, E;_1u)

b
Il

1

J
= a(P;Pou, Pyu)? + Y _ &a(PeBy_1u, Ep_yu)

k=1

N

<

t\)\»—‘

J
a(P;Pyu, Pyu) Zgj k0( Py Ey_1u, By 1u)%

donde hemos aplicado que ¢;; = 1, como se indica en la subseccién anterior.

Sea
)-

Elevando al cuadrado en la expresion anterior y aplicando que (x + y)? < 2(z? + y?), se
tiene

D=

vi= (a(PlEgu, Eou)%,.. a(PrE;_1u, Ej_yu)

a(Pyu,u) < 2a(P;Pyu, Pyu) + 2 (EV)? .

Por tanto sumando desde j =1,...,J,
J J
a(d " Pyu,u) < 2a()  PPou, Pyu) + 2| Ev]f3. (3)
j=1 j=1

En la demostracion del Lema 2 se ve que para todo v € V'

a(z Pyv,v) < p(€)a(v,v),

lo que aplicado a Pyu demuestra, por (3),

J
a(Pyu, u) + a(z Pju,u) <

j=1
< a(Pou,u) + 2p(E)a(Pyu, Pou) + 2||Ev]|3 <
< (1+2p(8))alPou, ) + 2p(E)?|[v]]3,

a(Pu,u)
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puesto que £ es simétrica. Notemos que por su definicién

]~

Ivll; = a(PyBr_yu, By_qu) =

k=1

a(E,?_lPkEk,lu, u) =

I
M~

ol

—1
= a((I — ETEy)u,u) — a(Pyu, u),

aplicando (1). Puesto que p(£) > 1 —ver nota en la subseccién anterior— y como se cumple
el Lema 1,

Cita(u, u) a(Pu,u) <
(1+2p(&)?) (a(Pou,u) +||v]3) =
)

= (1+2p(&)Ha((I — EYE;)u,u).

IN TN

Por tanto ]
IETES <1 =2,

siendo

K = Cy(1+2p(€)?).
De alli se deduce el resultado, puesto que
a(Eyu,u) < a(Eju, EJU)%G(U,U)% < ”E;EJ”%CL<U,U),
para todo u € V. O
Nétese que el operador I — ETE; es el del método simetrizado, ya que
ETE;=(I—-PR)...(I=P; ) I —P)I~Py,)...(I - FR),

que corresponde a volver a resolver y corregir en los subespacios en orden inverso una vez
se ha llegado al ultimo.

Noétese también, que si V =V, @ ... BV, entonces £ =1y Cy = 1. En el caso finito-
dimensional el condicionamiento del sistema es 1, luego el gradiente conjugado converge
en una soéla iteracion.
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3. Meétodo de Schwarz con solapamiento
Sea ) un abierto poliédrico de R? y consideremos el problema de contorno
—div(A(x)Vu) = f, en (),
uloq = 0,

siendo A : Q — R?? suficientemente regular, simétrica y uniformemente definida positiva
para todo x, y f en las condiciones habituales para estos problemas.
Denotaremos

a(u,v) ::/VUtAVUdX,

o) = [ puix.

La formulacién variacional del problema anterior es, entonces,
u € Hy(9),
a(u,v) = f(v), Yo € H}(Q).

El problema satisface las hipétesis del teorema de Lax-Milgram, luego tiene solucién tnica.

3.1. Discretizacion del problema

Sea Ty una triangulacion del dominio 2
TH = {QZ,Z = 1,...,J},

regular y casi-uniforme. Por tanto el didmetro todos los € es un O(H). Sea ¢ suficien-
temente pequeno. Entonces construimos unos subdominios poligonales €2;, de forma que
Q; C s, que la distancia entre las partes de la frontera de €; y €); contenidas en ) sea
un O(0) y que el diametro de §2; sea un O(H + §).

Realizamos una nueva triangulacion regular casi-uniforme 7;, de ) que respete las
descomposicion en subdominios solapados y la triangulacién gruesa 7y, es decir, exigimos
que la clausura de cada Q; y de cada €2; sea unién de elementos de la triangulacion.

Definimos los espacios de elementos finitos P, asociados a las dos triangulaciones?,

Vg = {UEH&(Q):U’QEPl,i:L...,J}
Vi = {UEHS(Q)ZU|TEP1,VT€7;L}

Denotamos por
Vi o= ViN Hy (), 1=1,...,J,

2si tomamos 2-paralelotopos, el conjunto de interpolacién serd el transformado de Q, en lugar de P,
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a los elementos finitos con soporte en la clausura de €2;. Finalmente
Vo:=Vu

es empleado para poner en relacion grados de libertad de todos los subdominios y evitar
que la transmisién de informacién del método de Schwarz (de subdominio a subdominio)

sea Unicamente local.

Figura 3: Método con solapamiento: la figura de la izquierda muestra las triangulaciones
fina y gruesa; la figura de la derecha muestra como uno de los tridngulos del mallado
grueso da lugar a uno de los dominios simples. Se resuelven problemas discretos en el
mallado grueso y en los subdominios.

Si para cada ¢ # 0, k; es el nimero de subdominios Q; con j # ¢ tales que ©; NQ; # ()
y ko es el nimero maximo de subdominios a los que puede pertenecer un punto de {2 se
tiene la siguiente propiedad:

Proposicion 1 FEn las hipotesis dadas sobre reqularidad y casi-uniformidad de la triangu-
lacion gruesa (con § suficientemente menor que H ) los k;, i =0, ..., J son independientes
del niumero de subdominios J.

Como
Vi+...+V; =YV,

%:VHCVIM

estamos en la situacion del marco abstracto de los métodos de Schwarz y podemos plan-
tearnos el estudio de la convergencia de los métodos aditivo y multiplicativo. Obviamente,
los problemas variacionales en los subespacios —es decir, el calculo de las proyecciones P,—
son resoluciones de problemas de elementos finitos en los subdominios cuando ¢ # 0 o en
el mallado grueso de €2 con 7 = 0.

Estudiaremos la convergencia a partir de los dos parametros que aparecen en la teoria
abstracta, Cy y p(€). Estos parametros seran puestos en relacion, a su vez, con los parame-
tros de la discretizacién: H,0 y h.
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Las hip6tesis del Lema 2 son faciles de verificar y p(£) es estimable inmediatamente a
partir de la proposicion anterior. El estudio de la constante Cj es considerablemente més
complicado y se realizara en apartados sucesivos.

Proposicién 2 Las hipotesis del Lema 2 se satisfacen con una matriz € cuyo radio es-
pectral esta acotado de la siguiente forma

p(E) < mdx (ki +1).

Demostracion. Notemos que
a(u;,u;) =0
para todo u; € Vi,u; € V; si ;N Q; # 0y que en otro caso se puede tomar, por la

desigualdad de Cauchy-Schwarz ¢;; = 1. Por tanto, la fila ¢—ésima de & tiene k; + 1
elementos iguales a 1 y los deméas nulos. En consecuencia

J
P(E) < IIElloe = mix 3" feiy] = mix (K + 1)
7=1

1<i<J 4 1<i<J

y el resultado queda demostrado. ([l

3.2. Resultados técnicos

Durante esta seccién consideraremos un dominio poligonal €2 a la que hay asociada
una triangulacién regular casi-uniforme 7;, y un espacio de elementos finitos P; continuos,
denotado V},, con valores nulos en la frontera de 2.

Las siguientes desigualdades inversas se demuestran facilmente pasando al triangulo de
referencia y aplicando alli la equivalencia de normas en espacios de dimension finita. Para
las transformaciones de las seminormas entre elementos relacionados por transformaciones
afines, ver Ciarlet [9].

Lema 3 Fuxiste C' independiente de h tal que
lurli.0 < Ch™Hunllog

para todo uy, € Vy,. Ademds

h (Z |uh(Xi)!2> :

donde la suma se realiza sobre los nodos del mallado, define en Vi, una norma h—unifor-
memente equivalente a la norma || - |oq. Finalmente si denotamos [3;; = 1 si los nodos
X; Y Xj SOon contiguos y Cero en caso contrario

2

(Z B n (1) = uh<xj>>2) ,

(por tanto la suma se realiza sobre nodos vecinos), define en Vi, una seminorma h—uni-
formemente equivalente a | - |1 q.
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Sea @y, : L*(2) — V}, la proyeccién ortogonal sobre Vj, respecto del producto escalar
de L?(9).

Lema 4 Fuxiste C' independiente de h tal que
|u — Qrulloo < Chlu|q,

para todo u € Hy(L2).

Demostracion. Por los resultados de interpolacion de Lagrange polindmica en espacios de
Sobolev y denotando I, : C°(€2) — V}, al operador de interpolacién asociado a V,

lu — Quulloe < [lu— Thulloo < Ch*||ull2,
para todo u € H?(Q). Por definicién del operador de proyeccién ortogonal,
lu = @nullo.o < [luflos

para todo u € L?(2). Aplicando, finalmente la teorfa de espacios intermedios (ver, por
ejemplo, Lions y Magenes [15] o Bramble [1], apéndice B) se tiene

lu = Qnullog < Chljull1q

para todo u € H*(Q). La equivalencia de la norma y la seminorma en H{(f2) prueba el
resultado final. 0

Lema 5 Fuxiste C independiente de h tal que
|Qruli0 < Cluli o,

para todo v € Hy(Q).

Demostracion. Sea Q el operador de proyeccion ortogonal sobre P; respecto de LQ(T) en el
elemento de referencia. Aplicando que en un espacio de dimensién finita todas las normas
son equivalentes y que @) es estable en L?(T'), se tienen las desigualdades

Qaly 7 < |Qdlly 7 < CllQilly 5 < Cllally s < Cllally 4,
para todo @& € H'(T). Como para todo ¢ € P,

Qa+c)l, 7 = Qi+l 7 = |Qil, 7,

se deduce que X A R
Qif, + < C inf [|a+cll, 7 < C'al, 4,
’ cePy ’ )

por la equivalencia de la norma cociente H*(T)/Py y la seminorma de H'(T).
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Sea F' la transformacion afin inversible que pasa del tridngulo de referencia T a
un tridngulo cualquiera (fijado) de la particién de 2. Denotemos @7 a la proyeccién
L*(T)—ortogonal sobre P;. Entonces para todo u € L*(T),

Qruo F = Qru = Qi = Q(uo F),
luego para todo v € HY(T),
|Qrulir < Clulir,

con la constante C' independiente del tridngulo (para ver cémo los cambios de variable
afines aparecen en las seminormas de Sobolev ver Ciarlet [9], por ejemplo).

Finalmente,
Quuliq = > [Quulir <
TeT,
< > 1Qnu—Qrulip+ Y [Qrulis <
TeT, TeT,
< Ch? Y Qe = Qrullfy +C Y Julip <
TeT, TeT,
< ChQuu—ullRg + Ch2 Y |Qru—ul2 7 + Clufig
TeT,

y por el Lema 4 y dado que

|lu — Qrullor < ||u— Qnullor,

se deduce el resultado. O

Lema 6 Sean H el diametro de Q2 y 6 < H. Definimos el conjunto
Is:={xeQ:d(x,00) <}

H 1
fulie, < €8 ((1+5) tta + sp7lulia).

para todo u € H*(Q).

Entonces

Demostracion. La haremos con detalle para el caso © := (0, H) x (0, H), cuyo didmetro

es un O(H). Sea u € D(2). Entonces para todo z,y € (0, H),

u(z,0) = u(z,y) — / a—y(x,t)dt,

0
luego

9 9 Y ou 2
u(z,0)” < 2u(z,y)*+2 /Oa—y(x,t)dt <
y y 2
< 2u(x,y)2+2/ dt (%(x,t)> dt <
0 o \0y

H 2

< 2u(x,y)2—|—2H/ (@(li,t)) dt.
0 y
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Integrando a ambos lados, se tiene

2

ou

H H
/ u(z,0)?dr < 2/ u(z,y)?de + 2H || —
0 0 dy

0,0 ’
para todo y € (0, H). Por tanto, integrando respecto de y se obtiene

2

Ou

H
H/ u(z,0)dzr < 2||ul|2 o + 2H?
0 ’ dy

(4)

0,Q

Consideremos el rectangulo (0, H) x (0,9) C I's. De la misma forma que antes, para
todo y € (0,9),z € (0, H),

Y ou 2 e 2
u(x,y)2 < 2u(.21:,0)2 +2 (/ —(:E,t)dt) < 2u(x,0)2 + 25/ (—(a:,t)) dt,
o Oy 0 oy

de donde
H H H (5 /8, 2
/ u(z,y)’dr < 2/ u(z,0)*dr + 25/ / —(z,t) | dzdt.
0 0 o Jo \9y

Aplicando (4), se deduce que para todo y € (0,0),

2
<
0,Q

ou

H
4
[ utetas < flulo o+ an| -

du
oy

+25‘

2

0,0
4

< ﬁ”uH(z),Q + (4H + 26)[uli .

Integrando respecto de y en (0,0), se obtiene

H 1)
)
[ [ wtepasay < ¢ (Grata+ s+ o).
0 0

El proceso se puede realizar en las otras cuatro regiones restantes, cuya unién (no disjunta)
resulta I's. De este modo se prueba el lema en 2 = (0, H) x (0, H) para funciones de D(£2).
Por densidad, el resultado se extiende a H*(Q).

Para realizar el caso general se toma un sistema de coordenadas locales, asociado a un

sistema de cartas locales adecuado. Ver Necas [17]. O

3.3. Convergencia del método

Los resultados anteriores nos ponen ya en disposicién de probar la cota inferior de
los valores propios de la matriz asociada a la descomposicion de dominio. Para aplicar el
Lema 2 (ver teoria abstracta) se busca una descomposicién de cada elemento de V =V},

J
U =ug + E U;
i=1
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de forma que

a(uj, u;) < Coalu, u),

J
Jj=0

con () independiente de u y que permanezca acotada cuando h — 0 y cuando H — 0, es
decir, cuando el nimero de subdominios aumenta. En particular, dado cualquier u € V' y
una eleccion ugy € Vg, se tiene una descomposicion

J
u=ug+ (u—uy)=ug+ ZIh(Qi(u —um)),
i=1

siendo {6;} una particién de la unidad asociada al recubrimiento de 2. Una primera
posibilidad seria tomar uy = Iyu, siendo Iy el operador de interpolacion respecto de la
triangulacién gruesa. No obstante, para obtener el resultado deseado necesitariamos la
existencia de una constante C'(h, H) acotada cuando h y H tienden a cero y tal que

[Iguly o < Clulia,

para todo u € Vj. Esto no es posible, ya que la interpolacién no esta definida en todo
H'(Q). En el siguiente Teorema veremos una eleccién mds apropiada para .

Teorema 2 FEuxiste C' constante independiente de H, y h tal que todo u € V}, tiene una
descomposicion

que satisface

Demostracion. Sea Qg : Vi, — Vg el operador de proyeccion ortogonal sobre Vi respecto
del producto escalar L?(Q2). Dado u € Vj, denotamos

ug = Qgu € Vj, w:=u—1uy € V.

Consideramos {6;}7_,, particién C! de la unidad asociada al recubrimiento {£2;} de Q.
Exigimos que para todo 1,

0; € C1(Q), 0<6;(x) <1, Vx,

0; =0, en Q\Q,, 0;(x) =1, sid(x,00;) >0,

Q

oo < =.
196 <

Entonces sean
w; ‘= Ih(QZw) S ‘/;
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parai=1,...,J. Obviamente, como w € Vj,

J J
w = Ipw = Ih(z sz) = Zwi7
i=1 =1
luego

J
U = Uy + E W; -
=1

Por la continuidad de la forma bilineal y la desigualdad de Poincaré,
a(wi, w;) < C|L(0:w) [ o = ClIh(iw)[; g,

ya que el soporte de I;(6;w) esté contenido en €2;. Aplicando el Lema 3,
a(w;,w;)) < C Zﬁk,l (6: (xr)w(xr) — 0; (x)w(x))* <
kel

< QCZ Brabi(xi)” (w(xy,) — w(x)))* + QCZ Braw(xi) (0:(x1) — 0:(x1))?,

donde la suma se realiza sobre los nodos del mallado y 3;; es un indicador de si los nodos
Xk ¥ X; son vecinos (en cuyo caso vale 1) o no (entonces vale 0).

Sea I'; 5 el conjunto de los puntos x de €; tales que d(x,0;) < J. En los nodos
que no pertenecen a su clausura, 6; es idénticamente igual a la unidad. Por tanto, el
segundo sumatorio de la expresién anterior puede restringirse a nodos contiguos tales que
el primero de ellos pertenece a I'; 5. Si X y X; estdn en la situacién anterior

R

por el teorema del valor medio. En el primer sumando de la expresion anterior aplicamos
que |6;(x)| < 1 para todo x, y obtenemos

a(wsw) < O3 g (wix) = w(x)’ + O 3w,

k,l xleFM

ya que el nimero de nodos a los que Xx; es contiguo es acotado, debido a la regularidad
del mallado. Aplicamos de nuevo el Lema 3 (notando que las constantes de equivalencia
de las normas no dependen del tamano del dominio, luego las podemos aplicar indepen-
dientemente de i) y seguidamente el Lema 6, se tiene

)

0,9 | -

C H 1
ot ) <€ (luflo, + Glulde, ) <€ ((1+5 ) lulta, + 5o

Como

2
0,

J
> Illge, < kollv
i=1
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para todo v € L?(2) por definicién de kg, sumando en ¢ = 1,...,J se tiene que

J H ) 1 9
Za(wj,wj) <Cho( |1+ 5 (wig+ EHUJHO,Q :

i=1
De los Lemas 4 y 5 se deduce que
[wlfa = llu— Quulljq < CH?|ulig

y que
(wlio=|u—Quulia < |uha+|Qnulia < Clulq,

luego

H H
Za(wj,wj) < Cky (1 + ?) ulf o < C'ko (1 + F) alu,u).
i=1
Por dltimo

a(uo, ug) < C|QHU’%,Q < C/|U’1,Qa

y el resultado es inmediato. 0

Notese que si no hubiéramos utilizado el espacio Vo = Vg apareceria un H en el
denominador y la convergencia del método empeoraria con el aumento del nimero de
subdominios.

Nota FEn el método de Schwarz multiplicativo es til realizar primero una coloracién del
conjunto de dominios €);, de modo que dos dominios con interseccion no vacia tengan
asociados colores distintos. De esta forma, y tratando de minimizar el numero de colores,
se pueden resolver a la vez los problemas discretos en dominios del mismo color, ya que
estan totalmente desacoplados y esta parte del algoritmo es paralelizable.

Como tultimo comentario a este método, notese que no es posible mantener a la vez
pequenos la dimensién del problema en Vy, que es de orden 1/H, y H/h, que controla
la convergencia del método de Schwarz, si tomamos un solapamiento minimo § ~ h.
Cuando el problema Vj es muy grande, es posible plantearse el resolverlo de nuevo por
descomposicion de dominio. Esta es la idea de los métodos multinivel, que estudiaremos
seguidamente.

28



4. Meétodo multinivel

Nos planteamos el mismo problema modelo de la seccién anterior, sobre un abierto €2
poligonal.
Consideremos una sucesion de triangulaciones regulares

T = (W
T = {715
T = {1

de tal forma que la malla 7! es un refinamiento de la anterior, es decir, los tridngulos
de 7' son uniones de tridngulos de 7'+,
Denotamos

L ‘ Ny k
hy = max (didm (7)),

h:= hL-

Hipotesis FExiste v < 1 tal que si el triangulo TikH estd contenido en Tf, entonces

didm (7/*')

didm (75) T

Esta hipdtesis estd relacionada con las cotas sobre p(€) e implica una cierta uniformi-
dad en la forma de refinar los mallados.

Denotamos por V! (con [ = 1,..., L) al espacio de elementos finitos P; asociados a la
triangulaciéon 7. Obviamente V! C V*1, Sea

L
Vie=vi=3) "V
=1
Ny

Paral =2, ..., L suponemos que existe un recubrimiento de €, {Q!}.;%; en las siguien-
tes condiciones:

» la clausura de cada Q! es unién de tridngulos de 7%

= el didmetro de Q! es un O(h;_;), es decir, cada elemento del recubrimiento en el
nivel [ tiene el tamano del orden de los elementos del nivel anterior (més grueso);

N,

» existe una particién de la unidad en € asociada al recubrimiento {Q!}.%,

notaremos {0} ZJ-V:ll tal que para todo ¢

que de-

0l € C*(Q), 0<0(x)<1, Vx,

C
Voo < —.
[V ]loo < o
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Una forma de construir estos recubrimientos es como sigue: para [ = 2, ..., L conside-
ramos cada Til’l (tridngulo del nivel anterior) y lo engrosamos hasta obtener un %Z-l’l de

modo que
d(oF= o) = O(hy)

y que 7! sea reunién de elementos de la triangulaciéon 7. Entonces tomamos €} igual
al interior de ﬁl_l. Por tanto, con esta construccion, los distintos poligonos que forman
el recubrimiento estan ‘muy solapados’, ya que el tamano del solapamiento es del mismo
orden que el del triangulo del que procede el engrosamiento.

//

P

Figura 4: Método multinivel. La primera figura muestra dos niveles consecutivos (y =
1/2). La segunda figura muestra uno de los dominios elementales construidos por engro-
samiento de un triangulo del mallado grueso. En cada dominio de este tipo se resuelve el
problema discreto con el mallado fino.

Denotamos, paral > 2, M, := N;_1 y M; := 1. Entonces consideramos los subespacios
Vi=VinHNDY, l=2,...,L, i=1,...,M,

es decir, los espacios de elementos finitos asociados a la triangulacién del nivel 7! cuyo
soporte estd incluido en la clausura de Q. Denotamos ademds V! := V1. Por tanto

L L M,
V=vE=3"vVI=3"3 "V
=1 =1 =1

En esta situacién ya podemos definir métodos de Schwarz aditivos y multiplicativos.
Consideremos los operadores de a—proyeccién

PV =V
PV — V6.

El método aditivo consiste en pasar del problema discreto en elementos finitos (en el nivel
més fino, V = V1),
ueV,

a(u,v) = f(v), Yv eV,

3en la distancia anterior no contamos las zonas de frontera de ninguno de los tridngulos que pertenecen
a la frontera de )
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a una ecuacion en el operador
L M

Pi=3> P

=1 i=1
de la forma
PU = F,.

El término independiente se calcula resolviendo los problemas discretos

l l
fzex/ia

a(fl, @) = f(o), VYeeV,

y tomando
L M

Fo=) > [

I=1 i=1
Una vez planteado el sistema lineal PU = F,, se plantea su resolucién por el método
de gradiente conjugado (respecto del producto escalar a(-, -, ), como siempre), lo que
vuelve a requerir resolver problemas en los subespacios Vi'. Nétese que la dimensién de
subespacio V! es del orden (h;_1/h;)?.

Antes de entrar de lleno en las cotas de los valores propios de P, veremos algunas

propiedades y notaciones referidas a los operadores P,. Denotaremos P° al operador nulo
sobre V.

Lema 7 Para todo k <1,
P*P'= P'P* = P".

Ademdas para todo 1, k
(P! — P=Y(P* — PF1) = g, (P' — P').
Demostracion. Sea k < [. Dado ¢ € VE C Vi se tiene
a(P*Pu, @) = a(P'u, ) = a(u, ¢) = a(P*u, ¢).

Como P*u y P*Plu pertenecen a V* entonces son iguales por la definicién de la proyeccién
a—ortogonal P*. Ademés P' es la identidad cuando se aplica a elementos de V' y Pk € V!,
luego P'Pku = Pku.

Para demostrar la segunda igualdad, supongamos primero que k& < [. Entonces apli-
cando lo anterior

(Pl . Pl*l)(Pk - Pk*l) — Plpk o Pl*lpk - PlPkfl + Pl*lpkfl —_
— Pk‘ o Pl—lpk . Pk—l + Pk—l —
(I — P7YP*,

Si k = [ lo anterior es igual a P¥ — P*¥~!. En cambio, si k <1 —1,

pF _ pi-1pk — pk_ pk _,
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Queda por demostrar el caso £ > [, que es inmediato por los mismos razonamientos. [

Dado u € V = V% definimos
u' = (P' — P, l=1,...,L.
Entonces, aplicando el lema anterior
a(uf ul) =0, k#1,

ya que los operadores P; son autoadjuntos respecto del producto escalar a. Por tanto, los
vectores {u'} forman una familia a—ortogonal. Adem4s

L I
Zul = Z(Pl — P Yy = PPy — Pu = PRy = u,
I=1

=1

y en general

Por tanto

Lema 8 Supongamos que la solucién del problema continuo es H*(Q2)—regular*. Entonces
existe una constante tal que

HU — PlUHO’Q S Chl‘uhQ.

para todo u € Hy ().

Demostracion. La haremos por la técnica de Aubin-Nitsche. Notese que por hipotesis el
problema es autoadjunto, es decir, a(-, -) es simétrica, luego la H?(2)—regularidad se
exige en el problema original y no en el traspuesto, que es el mismo. Para cada g € L?(Q)
denotamos Lg a la solucién de

Lg € Hg(%),
a(Lg,v) = (g,v)0.0, Yo € HY(Q),

que por hipétesis estd ademds en H%(S2).
Entonces
(u — Py, g)oq a(u — Plu, Lg)

Ju— PZUHO,Q = sup = Ssup
0£geL? lgllo.e 0£geL? gllo

“es decir, para todo término independiente en L?(€2), la solucién del problema continuo estd en H?(Q);
esto se puede asegurar bajo ciertas hipotesis sobre la regularidad de los coeficientes y la convexidad del
dominio, ver Grisvard [12]
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Como para todo v' € V!
a(v',u — Plu) =0,

entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
a(u — P'u, Lg) = a(u — P'u, Lg — ') <

<a(Lg—' Lg— vl)%a(u — Plu,u — Plu)% < C|Lg — v'|1,0lul10,

aplicando la continuidad H*(§2) de la a—proyeccién y la equivalencia de norma y semi-
norma en H}(2). Tomando v’ igual al interpolado de Lg en V' y por los resultados de
interpolacién en espacios de Sobolev

a(u — Plu, Lg) < Chy||gllo.alu

1,0

para todo g € L*(Q).
En consecuencia, dividiendo por la norma de g y tomando el supremo,

||u — PZUH(),Q S Chl|u|17g.
]

Teorema 3 Supongamos que la solucion del problema continuo es H*(Q))—regular. En-
tonces, existe Cy, independiente de L y de los h; tal que

a(Pu,u) > Coa(u,u)

para todo u € V = VE,

Demostracion. El teorema es cierto si probamos que para cada u existe una descomposicion

L M

UZZZUL uéGVil

=1 =1

tal que
L M

Z Z a(ul,ub) < Coa(u,u),

sin mas que aplicar el Lema 1 de la teoria abstracta. Consideramos los elementos u
definidos anteriormente y la particién de la unidad {f!} asociada al recubrimiento del
nivel /. Entonces, sean

l

= 10y € V),
siendo I' la interpolacién en V!. Como se cumple

M, M M,

Zuﬁ = ZI’(Gﬁul) = II(Z Olut) = I'u' = o',

=1 =1 =1
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entonces
L M,
Sl =u
I=1 i=1
Como
ul — (Pl o Pl—l)u — (Pl o Pl—l)Zu — (Pl . Pl—l)ul — (I . Pl_l)ul,

se tiene que
lu'llo. = (T = Pl o < Chialu' |10, ()

por el Lema 8. Por otra parte, con argumentos similares a los de la demostracién del
Teorema 2 de la Seccién 3 (nétese el paralelismo entre las definiciones de w; y ul y que
ahora el solapamiento ¢ es del orden de h;_;), se prueba que

1
a(ul,ub) < C|IY (0 iﬂé <C (V“l\i@g + H“l”3,92) .
-1

Denotando por N! al niimero de colores en el nivel [ (ver nota final de la seccién 3) y
N, al maximo de los nimeros de colores para todos los niveles, se tiene que

M,
1
Satiad) < ON! (ot lullEa) <
=1 -1
< CO'NJu! %Q <

< C”’Nca(ul,ul),

por la desigualdad (5). Sumando en !

L M L
Z Z a(ul,ul) < CN, Z a(ul,u') = CNya(u,u),
I=1 i=1 =1

por la a—ortogonalidad de los u'. 0

Nota La H*(Q2)—regularidad del problema puede ser eliminada de las hipdtesis mediante
una demostracion mds compleja (ver Zhang [22]).

El Teorema 3 nos da una cota inferior para los valores propios de P, uniforme respecto
del nimero de niveles y de los tamanos de las particiones. Seguidamente buscaremos
cotas superiores para los valores propios. Antes, es necesario ‘reordenar’ los operadores
de proyeccion, agrupando en cada nivel subdominios que sean disjuntos, mediante un
algoritmo de coloracién. Denotaremos N! al niimero de colores obtenido en el nivel I.
Cada color en este nivel tiene asignado un indice s € {1, ..., N'}. Entonces, A, denotard al
conjunto de indices de los subdominios Q! que son del color s. Por tanto, la unién

Ua.

1EAL
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es disjunta y, en consecuencia,

Vi=> Vi=EVv

i€AL i€AL

El espacio VI{S estd compuesto por los elementos finitos del nivel [ cuyo soporte esta con-
tenido en la clausura de la unién de los Q! cuyo color es s. Definimos la a—proyeccién

sobre Vj{g, que cumple
| !
PL =P
ieAL

donde la suma directa de los operadores de proyeccién refleja que la composicion de dos
elementos distintos de la suma es nula.

Lema 9 Sean k < [. Entonces para todo u* € V¥,

[NIES

a(Pf\Suk,uk)% < gy a(uk,uk) ,

donde los coeficientes ri,; cumplen

e < 1,
Thit1 < 1,
e < C(yy) T, l—=1>k,

siendo v el coeficiente que aparece en las hipdtesis iniciales.

Demostracion. La haremos para el caso particular de que la matriz A del operador di-
ferencial sea constante, para el caso general ver Bramble y Pasciak [2]. La demostracién
es trivial para [ = k y [ = k + 1, pues Pf\s es una proyecciéon. Cuando [ — 1 > k,
descomponemos

A= ALUAL,

donde: i € A} si Q! estd contenido en algin tridngulo T]’-“; i € Ay si Q! tiene interseccién
no vacia con la frontera de algin 77°. Por tanto, la union es disjunta y, de nuevo, Py =
! !
Py, & Py, luego
Ik ok Ik ok Ik ok
a(Py u”,u") = a(Py u", u”) + a( Py u”, u").

7

Sean i € Ay y 7 un tridngulo que contenga a Q}. Entonces, dado v € VINH(Q}) =V,

a(uf v) = / Vvl AVuFdx = 0,
rh
por la férmula de Green, ya que u* € P, en Tf. Por tanto, para todo i € A},
a(Plu®, u) =0,
y como la unién de estos subdominios es disjunta,

a(Pf\Iuk, uf) = 0.
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Sea
S = U QL
i€EAR
de nuevo unién disjunta. Denotamos ag( -, -) a la restriccion de a( -, -) al dominio S.

Entonces
a(Py u*,u*) = ag(Py u”, u*) < ag(u®,u*) < C|*|}

Sea Tf € T*. Entonces
med S N
/ Vb 2dx = i / Vb 2dx,
Snrk

ya que u* € P, en Tf . Por tanto,

1 k|2 I~k
|u |1 Sk = T2 (Tf) |u |17T]_k Z med (€; N 7}),

i€EAB
y como

Zmed QlﬂT)<C’h—med(Q)
-1

i€EARB

puesto que el nimero de subdominios del tipo Ap que intersecan a 7F (recuérdese que son

j
disjuntos dos a dos) es del orden hy/h;_1, entonces

< 2k<C
- med( )hl, Whior <

‘u ‘1 SﬁT

IN
E
:

IN
Q
‘%\?v
>
>
— o

aplicando primero que med (Q) ~ O(hi_,) y med (7]) ~ O(h}) y después la hipétesis
dada al inicio de la seccién. Por ultimo, sumando en j,

1ok ok k|2 k|2 I—k—1|, k|2 I—k—1,_( k ,k
a(Pput uf) < Clufig < C Y 'R gos < OF T uM R < Oy a(uf, ),
J
luego tomando la raiz cuadrada a ambos lados se obtiene el resultado. 0

Para finalizar damos la cota superior para los valores propios, que depende tinicamen-
te del méaximo de nimero de colores en todos los niveles y de la constante v que fija la
uniformidad en el refinamiento de triangulaciones entre niveles consecutivos.

Teorema 4 FEuxiste C' constante tal que
a(Pu,u) < Ca(u,u),

para todo u € V = VE,
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Demostracion. Dado un conjunto de subdominios del nivel [ al que hemos asignado el
color de indice s,

a(P u, Py u) = a(Py_P'u, P,_P),
ya que Vi C V' Como

k=1 k=1
se tiene por lo anterior que
!
P} u, P, = Py ul, Py u*) <
Cl( Asu7 Asu) - G/( A5u7 Asu ) —=
jk=1
!
i1 1
< a(P, u?, P\ w/)2a(Py u”, P\ u*)2 =
k=1

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y que P/l\s es una proyeccion. Por el Lema 8,

! 2 l 2 l !
. .1 1
g a(Py vl uh)z | < E riga(u! ul)? E T g i a(u’,ul),
J=1 J=1

J=1 j=1

utilizando de nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwarz, esta vez respecto del producto
euclideo de R'. Notemos que

-2
C
E:m<2+§ C(yy)' 7 =2+C) (ﬁ)"”él_ﬁ,
k=1

luego reuniendo lo anterior hemos demostrado que

C < o
(P PLu) € 7= 3 rya(e ).
j=1

Sumando en todos los subdominios del nivel [ (que pueden reagruparse segun el algo-
ritmo de coloracién en N! dominios),

M,; N: l

Za(Pilu,u):Z (Py,u,u) § N Zr]la ul,ul).

=1 s=1

\g

le
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Por tltimo, sumando en todos los niveles (la suma de las proyecciones de todos los
subdominios de todos los niveles es el operador P del método aditivo),

a(Pu,u) = ZZCL(PZ-lu,u)S

IN
-
=
§| S
MN
/T~
M=
o3
=
)
=
N

i=1 \i=j
C 2
< Nc( ) Za(uj,uj)
1= =
y como los 1/ son a—ortogonales entre si y su suma es u, se obtiene el resultado. 0
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5. Descomposiciéon de dominio sin solapamiento

Volvemos a considerar el problema modelo (ver inicio de la Seccién 3) sobre un abierto
poligonal Q) del plano. Sea 7y una triangulacién gruesa de €2. Denotaremos Y.y al conjunto
de los nodos de 75 y A¥ al conjunto de los pares de indices (i, j) tales que los nodos x;
y X; son vecinos en Ty pero que {x;,x;} ¢ 0, es decir, al menos uno de los nodos no
estd en la frontera.

Dados ©;, €, interiores de tridngulos de 7z con un lado comun (luego (i,j) € AF),
denotamos I'; ; al segmento abierto cuya clausura es el lado comin. Ademas

Con estas notaciones, {;; : (i,7) € AF} es un recubrimiento de Q\X.
Sea 75, una nueva triangulacion regular, obtenida por refinamiento de 7. Denotamos,
como siempre

= {’U € Hol(Q) :U‘T € Pl,VT S 771},

al espacio de elementos finitos asociado a la triangulacion. Los subespacios de elementos
finitos cuyas funciones tienen soporte en la clausura de 2; ; son denotados

V;"j = Vh N H&<Qz,])

Entonces
Vi= Y Vij+Va,
(1,7)EAE
siendo Vg el espacio de elementos finitos correspondiente a la triangulacion gruesa. Nétese
que las funciones de todos los V; ; se anulan en todos los nodos de 7y, luego hay que anadir
Vi para completar el espacio de elementos finitos.

Se puede ver facilmente que a lo sumo se necesitan tres colores para clasificar los
elementos del conjunto {€;; : (i,j) € AF} como en el capitulo 3. Teniendo en cuenta el
espacio global Vg resulta que 4 es una cota superior de los valores propios del operador
del método aditivo. La cota inferior la da el siguiente resultado.

Teorema 5 FEzxiste C' independiente de H y h tal que todo u € Vj, admite una descompo-
sicion
u=ug+ Z Ui, up € Vi, uij € Vi,

tal que

7\ 2
a(ug,uy) + a(u; j,u; ;) < C (1 + log %) a(u,u).
(1,7)EAE
En el apartado siguiente daremos una idea de los pasos intermedios que conducen a
la demostracion del resultado, para esbozar ésta seguidamente. Notese que en este caso
la constante Cy depende de H y h. En el caso particular

H

h:2_k’

es decir, cuando la triangulacion fina se obtiene por subdivisiones sucesivas de la gruesa,
la constante es equivalente a una constante multiplicada por k, el nimero de particiones.

39



Figura 5: Método sin solapamiento: los problemas discretos se resuelven en el mallado
grueso y en el mallado fino restringido a cada par de triangulos contiguos
5.1. Algunos resultados

La idea basica de la demostracion requiere, como en la Seccion 3, escoger primero un
elemento del espacio V. Aqui estamos obligados de tomar

ug = Igu,

el interpolado de u en V. Lo que explica que la constante Cy no sea acotada en h 'y H.
Vamos a introducir primero unas notaciones. Definimos unas nuevas normas en cada
subdominio €2;:

1
lelfg, = —slulo, +lulg,

1
H90H2%78§2,L- = ﬁ”@”&agi‘i"(ﬂ@,agia

— »o(t)|?
2O o0, Joo, | —1

Por tanto, las nuevas normas, equivalentes a las habituales, incorporan en su definicién
el tamaifio del conjunto: la medida de €2; es del orden de H? por la regularidad de la
triangulacién y la medida unidimensional de su frontera es O(H). En €, cuya medida no
importa, tomamos las definiciones habituales.

siendo

Nota Fstas definiciones se trasladan a la posibilidad de obtener una cota uniforme en
el teorema de trazas y la desigualdad de Poincaré. Tomando un elemento de referencia €2,

~

de forma que diam (Q2) = O(1), por ser fijo, tenemos por el teorema de traza

4l g < Cllull?,
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Aplicando un cambio de variable en todas las integrales se deduce que

1 A 1
elBon, + 110l g, < & (alulla, + 10k, ).

luego el teorema de traza se satisface con cota independiente de H en las normas escaladas
del dominio €; y de su frontera.

Dado T', lado de €2;, definimos
H&(T) :={ve Hz(T') : 5 € H2(0Q)},
siendo v la extension por cero de v al resto de la frontera. En particular, si ¢ € H 2 (T') es

continua en el segmento cerrado, ¢ debe anularse en los extremos. Nétese que H %(F) =

1 1
H§ ('), donde este ultimo es la clausura de D(I"), pero que Hg,(I") es un subespacio propio
de ambos. )
Dada ¢ € HZ(T"), se define la norma

e . /Oz(r) (go(XiS))Q N f((lf)(?)j) s,

2
HSOHH%

oo

donde [(I") es la longitud del lado I' y x la parametrizacién arco del mismo. Esta norma
surge de considerar la norma H %(GQZ-) de la extension por cero ¢. De hecho

lell 5 = 121100,

™)
Consideremos el operador eliptico habitual
A= —div(AX)V ).
Dado ¢ € H 2 (012;) se denomina levantamiento A—armonico o extension A—armonica de
¢ a la tnica solucién w € H(£2;) de

Aw =0, en {2,

ulag, = ¢.

La extensién A—armonica esta bien definida por el teorema de Lax-Milgram y cumple

11613 50, < lollia < Cllells oo

1
Si ¢ € Hg(I') y tomamos w el levantamiento A—arménico de @, se tiene, por lo
anterior,
C* 1 < w|ha <C 1.
Il ) < Nl < Cllely
La version discreta del levantamiento A—arménico de funciones definidas en un lado
es inmediata. Consideramos el conjunto

(I)i,j = {U

i TV E Vh},
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de restricciones al lado I'; ; de elementos de V},. Entonces el conjunto

®; ;N Hy(Ti ;) ={p € ®;; : ¢ =0 en los extremos de T'; ;} C H&(T; ;)

estd compuesto de funciones del espacio discreto asociado al lado I'; ; que admiten ex-
sz , . 1 .
tension por cero a las fronteras de ; y €; que esté en el espacio H2 correspondiente.

Denotando
Vh<Qz) = {U < 892 U E Vh},

dado ¢ € ®;; N Hy(T;;) se define Ry, ¢ € V,(€;) como la tinica solucién del problema

discreto ,
%”90 S Vh(QZ)a

siendo ¢ la extensién por cero a la frontera de 0f2;. El operador R%M es una version
en elementos finitos del levantamiento A—armonico. Ademads es inmediato ver que si
ped ;N H&(Fi,j), la funcién definida sobre €2; ; a través de los levantamientos discretos
respectivos en ; y €; estd en V; ;.

El levantamiento discreto vuelve a dar cotas independientes de los pardametros de la
discretizacién; ver Bramble et al. [3] para la demostracién del siguiente resultado:

Lema 10 FEuxisten C1,Cy independientes de h y H tales que

Collee]® <A, ¢

- 2 0 < Cillol?

3
1,7 or',

i
para todo p € &, ;N Hy (T ;).

Un paso mas consiste en dar una cota para la Vy—interpolacion de funciones de Vj,.

Lema 11 FEuxiste C' > 0 tal que
H
tilta, <€ (141087 ) Ioaa,
para todo v € V3, (€;).

Demostracion. Se basa simplemente en la aplicacion de una desigualdad de Sobolev dis-
creta

1 H
lwlifn, < C{ Fzllwlse, +log +lwlio, |,
H h

valida para funciones de V},(€2;). Se puede encontrar més detalles en Bramble et al. [4]. O
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5.2. Demostracion del Teorema

Ya estamos en condiciones de dar la descomposicién del Teorema 5. Dada u € V),
consideramos uy = Igu y denotamos

wi=u—ug =u— Igu.

Entonces w € V}, se anula en los nodos de la triangulacién gruesa, luego su restriccion a
un lado T ; estd en ®;; N Hj(T'; ;). Ademads, denotando ¢ = wr, ; se cumple que

H 2
< c(mogg) 0P g

como se puede comprobar aplicando el teorema de traza y calculos directos sobre la

definicién de la norma de H()%O(Fi,j) (ver Bramble et al.[4]).

Para definir los restantes elementos de la descomposicién del teorema se sigue un
proceso sencillo. Denotamos «y, al inverso del niimero de lados interiores del dominio €2,
P;:V, — Vi, N HY(Q;) a la a—proyeccién y

P’i,j :P7,+P]7 (Zvj)EAE7

donde, como habitualmente, consideramos las proyecciones de los elementos extendidas
por cero al resto del dominio. Notese que la suma de los operadores es directa y que
P jv € Vi j se anula en I'; ; para todo v € V},. Denotamos Pf] al operador a—ortogonal de
P, ; en V; ;. Por tltimo, aplicamos a w = u — uy ambos operadores

Wi 5 = (e Py ®a;P; @ Pfﬂw eV,

entendiéndose esta funcién con su extensién por cero al resto de €.

Se puede ver que Pfjw es precisamente la funcién de V; ; obtenida como levantamiento
discreto en €; y €); a partir de la restriccién de w a I'; ; (nétese que w se anula en los
extremos de I'; ; por ser éstos nodos de la triangulacién gruesa).

Adems4s
w = E wm
(4,5)EAP

y para todo (i,j) € AZ,
2 2 L L
a(wij, wi;) < ojai(w,w) + aja;(w, w) + a(Bjw, Pjw),

donde a;( -, -) denota a la forma bilineal definida como a con integracién sobre el subdo-
minio §2;. Por tanto, como por los resultados intermedios

H 2
(PP < Clul?y < (1+10g7 ) Tulta,
00\" %7

se tienen las cotas del teorema para los términos w; ;. La cota para ug proviene del teorema
dado sobre la interpolacion en Vg de elementos de V},.
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