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Introduccion

Las paginas que siguen incluyen una vision introductoria de algunos métodos de elemen-
tos de contorno. Estan pensadas para presentar las ideas basicas de las formulaciones
de frontera, de los métodos numéricos asociados y de su analisis.

Detras del concepto de métodos de contorno hay dos ideas:

reformular un problema de contorno en forma de ecuacion integral

y resolver la ecuacion integral resultante.

Todo ello forma parte de los elementos de contorno, al igual que la formulacién varia-
cional es parte integrante de los elementos finitos.
El primer punto no es simple. El punto de vista es el de la frontera del dominio.

El usuario se sitia sobre la misma vy,

e 0 bien establece relaciones entre magnitudes asociadas, relaciones que convierte

en ecuaciones de importancia equivalente al problema de contorno,

e 0 bien propone desde la frontera una posible solucién dentro de una subclase
de soluciones de la ecuacion diferencial y determina qué elemento de la misma

cumple las condiciones de contorno.

Ambos enfoques, llamados respectivamente directo e indirecto, comparten una divisién

esencial en dos partes:

una ecuacion integral por resolver

y una formula de representacion integral de la solucion.

Todo ello debe ser tratado numéricamente, aunque la mayor parte del esfuerzo se

concentre en la resolucion numérica de la ecuacion integral. En todo caso, siempre hay
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que tener en cuenta para qué se quiere la solucion, lo cual justifica medir los errores en
normas débiles que parecerian inaceptables desde un punto de vista tradicional.

La linea argumental de este breve curso se sitia alrededor de una serie de ejemplos
tratados con mayor o menor detalle. En su derredor se desarrollan las ideas de formu-
laciones de frontera y de su discretizacion. Cada uno de los ejemplos intenta ilustrar
una o mas caracteristicas nuevas que aparecen al tratar los métodos de contorno y en
la medida de lo posible intentamos llegar hasta el final, ofreciendo una implementacién
efectiva. Podemos asi pensar no en términos de los capitulos y secciones, sino en cuanto

a qué aporta cada nuevo ejemplo:

e Un problema de Dirichlet interior para el laplaciano motiva la introduccion de los
llamados métodos directos, de los operadores compactos, las ecuaciones integrales

de segundo tipo y los métodos de Galerkin para las mismas.

e Un problema de Dirichlet interior—exterior para el laplaciano sirve para introducir
el potencial de capa simple, las ecuaciones integrales de primer tipo, los espacios
de Sobolev periédicos y los métodos de Galerkin para ecuaciones elipticas pe-

riédicas, asi como sus discretizaciones completas.

e Con un método indirecto basado en el potencial de capa doble se resuelve un
problema de Robin interior. Aqui surgen las ecuaciones hipersingulares y se

tratan de nuevo métodos de tipo Galerkin.

e El problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Helmholtz sirve de pretexto para
introducir los operadores de frontera Helmholtz y repetir lo ya sabido para el
laplaciano. Se trata la ecuacién logaritmica de primer tipo resultante con un

método de colocacion y se introduce una discretizacién completa del mismo.

e Con un potencial mixto se trata el mismo problema asociado a la ecuacién de
Helmholtz y se discuten las ideas de unicidad. La ecuacién resultante es de se-
gundo tipo, con operador logaritmico asociado y se tratan métodos de colocacion

para las mismas.

e Un rapido repaso a un problema en un arco abierto a uno en el exterior de un

dominio multiple y a un tercero no homogéneo sirven para mostrar las leves



6 Introduccion

modificaciones necesarias para estas nuevas cuestiones, el cambio de variable del

coseno, los sistemas de ecuaciones integrales, etc.

e Por ultimo, el sistema de Lamé bidimensional se emplea para introducir las ecua-

ciones integrales singulares y su problematica.

La exposicion es mas bien narrativa, aunque se pretende ordenada. No se enuncian y
prueban teoremas, aunque quedan dichas y demostradas bastantes propiedades dentro
del contexto. De la misma forma se evitan las referencias bibliogréaficas dentro del cuer-
po del texto. Al final de cada capitulo damos una pequena relacién de qué referencias
de entre las listadas en la Bibliografia desarrollan ese tipo de conceptos, aunque no
seamos exhaustivos en atribuir a cada autor su obra, sino que pretendamos méas bien
orientar al lector hacia uno u otro texto.

Tanto el enfoque, como la bibliografia y los temas escogidos estan fuertemente
influidos por la experiencia personal de los autores en el analisis numérico y aplicacion

de los elementos de contorno. Por ello, el sesgo estd garantizado.

Agradecimientos. Los organizadores de la Escuela Hispano—Francesa me (Javier
Sayas) ofrecieron la posibilidad de dar un curso sobre elementos de contorno, circuns-
tancia que agradezco y mucho. Al pensar en redactar un curso acelerado sobre el
tema no dudé en contar con Ricardo Celorrio para discutir los ejemplos, la ordenacién
del material y la presentacién. Ambos hemos contado con Victor Dominguez (el ter-
cer “integral” zaragozano) para varias fructiferas discusiones, asi como para revisar el
manuscrito. Por tltimo, agradecemos a Francisco Lisbona y al Departamento de Ma-
tematica Aplicada de Zaragoza el estimulante ambiente en el que se desarrolla nuestro
trabajo y, por ende, estas notas.

Zaragoza, Junio de 2000



Capitulo 1

Métodos directos y ecuaciones de
segundo tipo

1.1 Formulas de representacién

Comenzamos con un resultado clasico de teoria del potencial (ocasionalmente llamado
tercera férmula de Green), cuya demostracién no es méas que una aplicacién cuidadosa
de la segunda férmula de Green y un proceso de paso al limite.
Supongamos que  C R? es un abierto conexo y que su frontera I' es 1-regular
a trozos. Denotemos por Jp a la derivada normal exterior a 2. Entonces, si u €
C2()NCH Q) y
Au(x) =0, Vo €,

se tiene que para todo y € 2

1

u(y) = Gy

[ @) onie s 1y = ol r(@) — 5= [ mu(a)logly — al dr(a). (1)

mientras que si y es un punto de I' donde hay tangente,

1 1

310 = 5 [ 0(@) dnie oy — 2l d1(2) = 5 [ Gul@)logly ~aldr(@). (1)

La expresion (1.1) se conoce como una férmula de representacién en la fron-
tera y da la forma explicita de una funcién arménica en términos de sus datos de

Cauchy:

ulr, Onulr.
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La expresién (1.2) es una identidad integral sobre I' que relaciona ambos datos.
Es bien conocido que u|r determina univocamente a u, luego a Opulr, y que, salvo
incomodidades con las funciones constantes, el reciproco también es cierto.

Antes de regresar a (1.2) veamos algunos detalles de facil deduccién.

e El caso u =1 tiene dos consecuencias muy simples sobre las férmulas anteriores.
Por un lado

1
- / O log |y — @/ dy(@) =1, Vy €O (1.3)
™ Jr

y por otro (cuando I" es C')

1 1
%/F@n(m) log |y — x| dvy(x) = 2 vy eI

Asi pues, la funcién
1 _
—/3n($)10g|' —z|dy(x): QCR* — R
2m Jr

presenta un salto al acercarse a I'. La férmula (1.3) tiene ademds una bien
conocida interpretacién electrostatica: flujo, a través de I', del campo eléctrico
generado por una carga puntual bidimensional (representada por una delta de

Dirac) situada en y € €.

e La funcién
[ nut@)tog]- - al (@)
r
es continua en ) por el teorema de la convergencia dominada. Por tanto, com-

parando (1.1) y (1.2) se deduce que

_ 1
QBylLH:l}()GF % T u(m)an(q;) log |y - w| d’)/(w) B

1

1
=5 u(x)On () log |yo — x| dy(x) + su(y,).
T Jr

2
La funcién
1
d(x = —log|x —
(z,y) = 5 —log |z —y|
es una solucion fundamental del laplaciano, es decir, en el sentido de distribuciones en

R?, se verifica que
Aq)( ' 7y) - 5y>

siendo dy la distribucién delta de Dirac centrada en y.
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1.2 Problemas de contorno y ecuaciones integrales

Consideremos primero el problema de Dirichlet. En tal caso,

ulp = ¢

es conocido. Denotemos

Onpulr =:A: ' — R.

Asi, de (1.2) podemos deducir que en I’

3 [ lol- —al @) dr(a) = o= [ Oneylog |- —elpl@)dri@) — 3o (1)

La expresion (1.4) es una ecuacién integral lineal de Fredholm (el dominio de integracién

es fijo) llamada de primer tipo. Si escribimos

Vi :——/1og| —z[A@)dy(z) T — R

1
Krp = %/37,,(90) log|- —x|p(x)dy(x): I — R
r
podemos condensar (1.4) en la forma
Vi = %(p — Krp =: ¢. (1.5)

Si sabemos resolver esta ecuacion, la férmula de representacién proporciona la solucién

del problema de contorno
Au =0, en {2,

ulr = .

Esta estrategia,
1. ecuacion integral
2. férmula de representacion,

reduce el problema de contorno en {2 a un problema sobre la frontera I'. Su realizacién

numérica constituye lo que se conoce por un

METODO DE CONTORNO.
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La ecuacién integral de frontera asociada al problema de contorno con condiciones

de Neumann aparece inmediatamente al “dar la vuelta” a (1.5)

De nuevo estamos ante una ecuacién integral lineal de Fredholm, pero esta vez es de
segundo tipo (formalmente) puesto que la incégnita ¢ esta dentro y fuera del signo
integral.

Hasta aqui todo parece carente de problemas y resulta tentador discretizar lo ante-
rior. No obstante, el laplaciano posee una incomoda y caracteristica falta de unicidad
ligada a las constantes (similar a la de los movimientos rigidos en las ecuaciones de
Navier-Lamé o a los desplazamientos verticales en los problemas de placa de Kirchhoff).

Por un lado
Au=0

r

(esto es el teorema de Gauss), y por otro, el problema

implica que

Au =0, en €,
anuh" = 0,

admite a las constantes (y sélo a las constantes) como soluciones no triviales. Asi, en
el problema

VoA = 59 — Krp

habra que buscar soluciones tales que

[r=o
r

Por contra, como ya hemos visto,

luego la ecuaciéon
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no va a tener solucién unica, ya que tiene, al menos por ahora, un nicleo unidimensio-
nal.

El problema con condiciones de Fourier (o Robin)

Au =0, en €,

Onu|r + oulr = h, en T,

conduce a una nueva y algo méas complicada ecuacion de segundo tipo
20— Krp + Vi(op) = Vih,

donde ¢ = ulr es la incdgnita.

Apunte. El espacio natural de las restricciones o trazas sobre I' de elementos de
{u e H'(Q)| Au =0}
es H'/2(I'). En un subconjunto de su dual,
Hy (1) = (A e H7V2(0) | (A, r = 0},

estan las derivadas normales. Todos los operadores y expresiones se pueden extender a estos
espacios, entendiendo algunas integrales como dualidades.

Vamos a centrarnos en la ecuacién (1.6). El nicleo del operador Kr es la funcion

1 1 (x—y) n(x)
—0 1 —Y| = — :I'x T R.
o @) ogle —y| 21 |x —yl? S

Notemos que si I' tiene tangente continua en todos los puntos, la funcién anterior
es continua ya que cuando @ — y — 0 se genera un cero doble en el numerador. Por
contra, si hay una esquina en algiin punto y € I, aparece una singularidad que modifica

sustancialmente las propiedades del operador Kr.

Parametrizacion. Vamos a simplificar la situacion suponiendo que €2 es simplemen-
te conexo (luego I' es una curva simple) y que I' es muy regular. Supongamos que

disponemos de una parametrizacion regular y 1-periddica de I’
x:R—T CR%
Estas condiciones se refieren a que

|2’ (s)] # 0, x(s) £ x(t), sis—t¢Z. (1.7)
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Cambiando el nombre de la incégnita

9(s) := p(z(s)),

la ecuacién (1.6) se escribe

o) - o [ EOED RO g ar = vires). (19

1
2 |2 (t) — x(s)|?

siendo n(t) := n(x(t)) el vector normal en x(t). Por tanto nos hallamos ante una
ecuaciéon de la forma

o(s) - / K (s, )g(t) dt = f(s), (1.9)

donde el nicleo K : [0,1] x [0,1] — R es continuo y 1-periédico en ambas variables.

1.3 Teoria y numérico de ecuaciones de segundo ti-
po

Vamos a estudiar brevemente como discretizar la ecuacion (1.9) por métodos de tipo

Galerkin. Denotemos .
Kg:= / K(-,t)g(t)dt
0
y supongamos que

g—Kg=0 = g¢g=0,

esto es, que [ — K es inyectivo. Notemos que la ecuacién (1.8) no cumple esta propiedad,
defecto menor que trataremos méas adelante.

Por teoria de Fredholm (ver Apéndice) se sabe que I — K : L*(0,1) — L*(0,1)
define un operador invertible con inverso continuo, ya que K es un operador compacto,
esto es, transforma sucesiones débilmente convergentes en fuertemente convergentes.
Maés atin, como K (s,t) es continua, es obvio que si f € C|0, 1], también es continua la

solucién de
g—Kg=1F. (1.10)

Consideremos los nodos 0 = sy < 1 < $9 < --+ < sy = 1 y el conjunto de funciones

constantes a trozos

Sh=Agn:(0,1) = R | gal(s;_1.50) € Po, Vi}.
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Un método de Galerkin para (1.10) asociado al espacio S, consiste en buscar

gn € Sh,

(Pr) 1 1
/0 [gn(s) — Kgn(s)|rn(s)ds = /o f(s)rn(s)ds, ¥ry € Sp.

Para aquéllos acostumbrados a las formulaciones variacionales previas a los elementos
finitos, hacemos notar que la formulacién variacional de (1.10) se limita a un proceso
de integracion. Como de costumbre, una vez fijada una base del espacio de elementos
finitos, (Py,) es equivalente a un sistema de ecuaciones.

Sea x; : (0,1) — R la funcién caracteristica del intervalo (s;_1,s;). Entonces

N
9= _gixi, cong €R,

i=1
ya que {x1,...,xn} es base de S,. Asi, (P,) es equivalente al sistema
N 1 1
S| [ ot - mu@ls] o= [ fones =1,
j=1 -0 0

es decir, escribiendo h; := s; — 5,1

N S; Sj S;
higi_z [/ 1/ 1K(s,t)aLsdt] gj:/ 1f(s)ds, i=1,...,N. (1.11)
j=1 Si— Sj— Si—

Apunte. A pesar de la filosofia “elementos finitos” del espacio Sy y de la base escogida, la
matriz del sistema es llena. La parte correspondiente al operador identidad ha quedado en una
diagonal, ya que este operador es local. Por el contrario, el operador K no es local (el valor de
la funcion original en una zona influye en el valor de la imagen sobre todo su dominio). Esto
se refleja numéricamente en una matriz llena. De aqui extraemos una conclusién importante
que hay que tener en mente: las matrices de las discretizaciones de ecuaciones integrales (y
los métodos de contorno requieren resolver ecuaciones integrales) son llenas.

Es inevitable entrar levemente en el terreno de los operadores compactos y la discre-
tizacion de ecuaciones de segundo tipo. La forma bilineal trivial asociada a la identidad
es obviamente eliptica. Asi los métodos de Galerkin asociados al operador identidad
(jla proyeccién ortogonal sobre el espacio discreto!) son siempre estables. Ademéds para
toda f € L*(0,1)

firégh If = fullez — 0
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cuando h := max|h;] — 0, luego la estabilidad se conserva frente a perturbaciones
compactas que no hagan perder la invertibilidad. Por tanto, como K es un operador

compacto,
1. el problema (P,) tiene solucién tunica, al menos para h suficientemente pequeno,

2. el método es L?-estable, esto es,

lgnllzz < Cllgllre, Vg € L*(0,1),

3. se cumple una estimacién de Céa
lg = gnllre < C" inf |lg —rp| 2
rRLESH

4. y, cuando h — 0, se obtiene convergencia en L2

Los puntos segundo y tercero son esencialmente equivalentes. De la estimacion de
Céa se obtiene ademas la posibilidad de estudiar 6rdenes de convergencia cuando la

solucion es regular. En concreto, si

ge H :={ge H'(0,1)|g(0) = g(1)}

(ponemos la periodicidad para para no olvidar que nuestros problemas proceden de

curvas cerradas y son periddicos) se llega a
19 — gnllr2 < Chllgllm, (1.12)
que es el orden 6ptimo en esta norma y en este espacio discreto.

Podemos obtener facilmente cotas en L> para la convergencia. Denotemos primero

Si—1+ S;
Ty

a los puntos medios de la particién. Sean g € H' (como antes), g;, la solucién de (F,)

y Qrg € Sy, el interpolante de g en los puntos medios

Qrg € Sh,

Qrg(z) = g(z), i=1,...,N.
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Si la sucesion de mallados es casi—uniforme
max h; < pmin by,
en Sy se satisface una desigualdad inversa
)l < ChTY2|Ir]| 2, Vry € Sh, (1.13)

con C' = C(u). La desigualdad (1.13) proporciona la estimacion inversa de normas
L? y L™ (la directa es obvia) en la sucesién de espacios finito-dimensionales S, (las

normas en cada uno de estos espacios son equivalentes). Asi

19— gnllee < 1lg — Qngllze + [|Qng — gnll L~
g — Qugll= + Ch?|Qng — gnll12
< lg — Qugllr~ + Ch?|g — gnllz2 + Ch™2||g — Qug| 1o

IA

Asi, si g, g’ € L™ se tiene
lg = gnll= = O(n'72).

1.4 Aplicacién

Tal y como estaba formulada la ecuacién (1.6), se tienen problemas de falta de unicidad
(solucién hay, puesto que se puede pasar por el problema interior y la férmula de

representacion). Una simple modificacién consiste en resolver

1
§SO—KF<P+/90=VF>\;
r

problema que si tiene solucién unica. Mas aun, la solucion cumple

Jre=o
T

luego es la solucién de (1.6). Con ello, de entre las posibles soluciones del problema de

/’U,|[‘ =0.
r

Neumann escogemos aquélla tal que
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Parametrizando como antes, g( ) := p(x(s)), se tiene la ecuacién

/Kst = £(s)

(1@ () )
K“”‘(%—|ﬂ@—wwv 1) o

La solucién por el método de Galerkin con constantes a trozos, g, nos permite una

siendo ahora

férmula de representacién aproximada en la frontera

1 [ E—a) nl) 1 N
wiz) =5 [ E DR g - o [ Mato) o @Hfﬂi

Mais aproximacién. El sistema (1.11) se puede aproximar utilizando la férmula del

punto medio tanto en la matriz
S; S5
/ / K(S,t)det ~ hith(Zi,Zj)
Si—1 Y 8j—1
(hemos denotado como antes z; := (s; + $;-1)/2) como en el término independiente
/ f(s)ds = hif(z).
Si—1

Dividiendo la ecuacién i-ésima por h;, obtenemos un sistema
Zh K (2,2)9" = f(z) (1.15)

Apunte. Con esta aproximacion tan simple, (1.15) es a la vez un método de Galerkin total-
mente discretizado y un tradicional método de cuadratura (o de Nystrom). Esta coincidencia
de dos métodos a través de un proceso elemental de integracion numeérica para un problema
muy simple es similar a la recuperacion de métodos de diferencias finitas a partir de métodos
de elementos finitos con formulas de cuadratura. Como entonces, se trata tunicamente de
coincidencias en el nivel de lo trivial.

Volviendo a (1.14), hagamos primero notar que wuj, cumple exactamente la ecua-
cién en §2. Son las condiciones de contorno las que se cumplen de forma aproximada.
Aplicando de nuevo féormulas del punto medio a trozos podemos dar una versién com-

pletamente discreta de (1.14)

1 N — X)) N N
uy(2) = ;) 15 _ ﬂ_;lOg’Z_wj‘é?

or |z — ;|
7=1
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siendo

x; =x(z) €T,

n; = n(z),

& = hyle' (295,
& = hiA(@))|2'(2))].

Sin acercarse demasiado a I' (para ello se utilizan otras técnicas) se tiene que
u(z) —un(z)| < Ch?,

esto es, la convergencia es mejor para el problema de contorno que el resultado obtenido

para el dato Dirichlet en (1.12). Esta cota se transmite al resto de las aproximaciones.

Mas informacion

Sobre teoria y numérico de ecuaciones integrales de segundo tipo, [1] es referencia obligada.
Los libros [14] y [17] contienen detalladas exposiciones de la teorfa de Fredholm-Riesz, el
primero de ellos incluyendo su relaciéon con métodos de Galerkin. Estas cuestiones bésicas
pueden ser también consultadas en [5, 10] y en un marco mucho més abstracto y generalizado
en [19, 22]. Las férmulas de representacién se pueden encontrar en [20] y en cualquier texto
o curso de métodos integrales, como por ejemplo [3, 5, 7, 8].



Capitulo 2

Potenciales y ecuaciones de primer
tipo

2.1 Potencial de capa simple

Motivados por la aparicion de términos integrales sobre la frontera —como convoluciones
con la solucion fundamental y con su derivada normal— en la férmula de representacién,

la idea de utilizar potenciales consiste en buscar soluciones de
Au =0, en R*\ T,
definidas de la forma
uy) =5 [logly — aly@i(@) = Sralw). yeR.  (21)

A esta representaciéon de la solucién se le denomina potencial de capa simple. No-

temos brevemente algunas propiedades simples:

e sige LY(T), u: R*\T' — R estd bien definida, es de clase C*° en R?\T'y cumple

Au=0 en R*\ T,

e si ademds, g € LP(T') con p € (1, 0], entonces u € C(R?).
Apunte. La expresion (2.1) tiene la interpretacion electrostatica de una distribucion de

cargas q sobre I' (seccién transversal de un cilindro infinito) que genera el potencial u. La
posibilidad de utilizar expresiones de la forma

1
2 [ Onio ogy - 2lo(@dr @)
T™Jr

18
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como “propuesta” de solucion corresponde a distribuciones de dipolos sobre I' orientados
segiin la normal a la curva. La funcién resultante es discontinua a través de I' y recibe el
nombre de potencial de capa doble.

Se trata entonces de forzar el valor en la frontera mediante una ecuacién integral

5= [ loly ~ alo(@)r(@) = wlw). yeT (2:2)

y utilizar luego (2.1) como férmula de representacién de una solucién de

Au=0, enR?\T,
(2.3)
ulr = up.
Notemos que (2.1)—(2.2) da una posibilidad de tratar la ecuacién de Laplace en domi-
nios no acotados.
Antes de tomar directamente (2.2) como una ecuacién integral por resolver, vamos
a estudiar el comportamiento en infinito de la solucién propuesta por (2.1). Con ello
motivaremos una posible, y a veces recomendable, modificacién del par (2.1)—(2.2).

Es facil ver que

1 1
seatw) =5 ([ a) oty +0 (7). 1wl =
r

uniformemente en todas las direcciones. Si buscamos soluciones acotadas de (2.3),

/Fq =0, (2.4)

con interpretacion electrostatica de que la carga total debe ser nula. Por tanto, me-

necesariamente habria que exigir

diante el potencial de capa simple no se pueden representar soluciones constantes no

nulas del laplaciano en el exterior de I'.

Apunte. Hay varias razones para pensar en anadir condiciones en infinito. Cuando el
dominio es no acotado, se puede decir que en cierto modo el infinito estd en su frontera. Puesto
que el laplaciano es un operador eliptico, es razonable imponer condiciones de contorno sobre
toda su frontera. De hecho, es necesario. Una condicién de comportamiento de la solucion
en infinito se denomina habitualmente una condiciéon de radiacién.

La imposicién de la condicién (2.4) se compensa anadiendo una incégnita escalar

adicional. De esta manera, el problema queda como:
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1. una ecuacion integral ampliada con ¢ : I' = R y ¢ € R como incognitas

1

~5- [logl- ~ela@)dr(@) + =, enl,
27T T

/qZ&
I

2. la correspondiente férmula para la solucién en todo R?

1
u= log |- — x|q(x)dy(x) + c.
om
La otra opcién es ignorar el comportamiento en infinito y buscar soluciones de la

ecuacion
1

5 10g| —zlg(x)dy(z) =up, enT), (2.6)

para proponer

1
U= 10g| — xq(x)dy(x)

como solucién de la ecuacion de Laplace.

En ambos casos, los problemas introducen ecuaciones integrales de primer tipo (la
incégnita aparece sélo bajo el signo integral) con niicleo (esto es, log |[y—x| : 'xI"' — R)
débilmente singular.

El operador integral involucrado en ambos problemas es

1
q+— Vrq:= ~5- / log| — z|g(x)dy(x) : T — R,
r

que recibe el algo obvio nombre de operador logaritmico.

Apunte. Vueltos al marco Sobolev, se puede demostrar que si I' es Lipschitziana, Vr define
un operador continuo de H='/?(T") en HY/?(I'). Ademds se tiene que en

Hy A1) == {g € HV*() | (g, 1)r = 0},

donde (-, -)r denota la dualidad H'/?(T') x H='/%(T"), el operador Vr es eliptico, es decir,
existe o > 0 tal que para todo q € HO_I/Q(F)

(Veg, g)r > allgl® o r-
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2.2 Parametrizacion del problema

Supongamos de nuevo que disponemos de una parametrizaciéon 1-periédica de I'
r:R—T

en las condiciones dadas en (1.7). Escribiendo

1

9(s) = —a(@(s))[2'(s)],

f(s) = uo(z(s))

1
Ve —/ log |#(-) — (1) Pg(t)dt : R — R (2.7)

0
las ecuaciones (2.5) y (2.6) pasan a ser ecuaciones integrales en R con datos y soluciones

periodicas
Vg+e=1,

1
/920,
0

Igualmente el potencial de capa simple parametrizado Sg queda
1
Sealy) = Salw)i= = [ logly =gt R\ T — R
El caso en que I' es una circunferencia es particularmente simple e interesante. Si
x(t) = xy + p(cos2nt, sen 27t),

entonces el operador (2.7) se convierte en

Ayg:=— /1 log (4p” sen® (7 (- —t))) g(t)dt. (2.8)

0

El caso general puede ser contemplado como una perturbacion de éste, ya que

Vg= Apg+/01 K(-,t)g(t)dt = Ayg+ Kg
con

I
1 4p?sen?(m(s —t))’ t¢Z,

|='(1)[?

W, S—tEZ
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El operador K es un operador integral con nicleo C*.
Nétese que A, es la convolucién periddica con la funcién — log (4p® sen?(t)) . De-

notando

on(t) := exp(2mint), (2.10)

se tiene
Apdn(s) = — [/0 log (4p? sen®(mt)) d_n(t)dt | dn(s), (2.11)

luego los monomios trigonométricos (2.10) son funciones propias de A,. Los valores

propios son

. —2logp, n=0,
—/ log (4p* sen®(mt)) ¢ (t)dt = 1
0

Wa

n # 0,

esto es, los coeficientes de Fourier de la funcién — log (4p? sen?(7t)). Més atin, para

cualquier polinomio trigonométrico

g= Z/g\(k:)gbk € T :=span(¢, | n € Z)
k

(la suma esta limitada a un nimero finito de términos), se tiene

N 1
Ayg=—2logpg(0) + Ed k)0 (2.12)
kA0

La expresién (2.12) tiene un buen ntmero de consecuencias facilmente deducibles:

i. Tanto (2.8) como (2.12) tienen perfecto sentido cuando g € L*(0, 1), ya que entonces
> [k < oo,
k

siendo
1
(k) = / o6 (dt, kel
0

los coeficientes de Fourier de g. Ademés, como (2.8) y (2.12) coinciden en T, que es

denso en L?(0, 1), ambas expresiones son iguales para toda g € L?*(0,1).
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ii. Sige L*0,1), entonces por (2.12)
D K A,g ()l
k

luego los coeficientes de Fourier de A,g decrecen més rdpidamente que los de g. Entre
otras cosas se tiene que ), |Kp\g(k:)| < 00, luego A,g es una funciéon uniformemente

continua y periddica (esto también se deduce de (2.11))

iii. Si p =1 se tiene A;1 =0, luego A; no es inyectivo. De (2.12) se deduce también

que A1g = 1 no tiene solucién en L?(0,1).

iv. Si fe L%*0,1) y cumple
D[RRI (k)
k
entonces

Apg:f

tiene una tnica solucién g € L?*(0, 1) siempre que p # 1. En el caso “singular” p = 1,
el problema
ANg+e=Ff

1
I
0

tiene solucidén tunica.

v. Por dltimo, notemos que para todo g € L?(0, 1)

/01 g(t)A,g(t)dt = —21log p ‘/Olg(t)dt

+Z|k|lg

k0

Asi p = 1 es también el valor critico que separa las regiones donde A, es definido

positivo (p < 1) ono (p > 1).
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2.3 Espacios de Sobolev periddicos y operadores lo-
garitmicos

Lo visto anteriormente con el operador A, hace natural considerar los espacios (que
denotaremos H",r7 € R) que se obtienen al completar el espacio de los polinomios

trigonométricos T con las normas

1/2
Ioll-= [@W + !k\2“|§<k>l2] |

k0

Cuando r = 0, tenemos trivialmente H° = L?(0,1) y

1
lgll? = / g(t)[2dt.

Para valores positivos r > 0, estamos en subespacios de L?*(0,1). En concreto para

valores enteros tenemos
H™ ={ge H™0,1)| gV (0) = g¥(1),0 < j <m — 1},

de ahi la denominacién de espacios de Sobolev periddicos. Cuando r < 0, el
espacio H" se puede caracterizar como un conjunto de distribuciones peridédicas, o bien
como el dual de H~" cuando se realiza la identificacién de H® con su dual.

Listemos seguidamente otras propiedades de fécil verificacién:
e Para todo r € R, H" es un espacio de Hilbert separable.
e Siry >ry, H™ C H™, siendo la inclusion continua, densa y compacta.

e La derivacién formal de la serie de Fourier
> G(k)gr — > 2kmi (k) (2.13)
k k

define un operador continuo H" — H"! para todo r € R, que extiende a la

derivacion.

e Sir>1/2, H" estd contenido en

{g €C[0,1] [ g(0) = g(1)}
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con inyeccién continua (en este espacio se toma la norma del maximo). Por
tanto, la interseccion de todos los espacios H" es el conjunto de las funciones C*>

periddicas.

La dualidad reciproca entre H" y H™" se establece como extensién del producto

escalar de H° )
(o= Y Fgh = [ s,

de modo que ademaés
HfHT — sup |(f7.g)0|

orgeri— gl

Apunte. Aunque aparezcan signos de conjugacion, nuestro interés en este capitulo y el que
sigue esta en las funciones reales, que cumplen una simetria en sus coeficientes de Fourier

g(k) = g(k).

Asi, aunque aparezcan los monomios trigonométricos complejos, mucho mads manejables, 10s
espacios son reales. Cuando haga falta emplear funciones complejas de variable real, en el
Capitulo 5, pasaremos automaticamente al contexto complejo.

En el caso particular p = e /2, A, se convierte en el llamado operador de Bessel

Ag = _/o log (4e™"sen®(m(- —t))) g(t)dt =

— 50+ Y ‘—,i‘mkm

k40
que es continuo de H" en H™*! para todo r. Se dice entonces que A es un operador
pseudodiferencial de orden —1 (compérese con la derivada (2.13)). Ademéds A es un

isomorfismo entre H” y H™*!, es isométrico y, como
(Ag.9)o = llgl21n Vg€ HTY, (2.14)

es eliptico en H~1/2.

Si I' es una curva C*, el operador

1
Vo=~ [ logla(-) - a(t)g(t)at
0
se puede descomponer en la forma

V=A+K, (2.15)
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siendo K un operador integral con nicleo C* periédico (ver (2.9), con p = e~/2). Es
facil ver que K admite extension a todos los espacios H", r € R, y que la imagen esta
en la interseccién de todos ellos por ser una funcion C* periédica. Asi K : H™ — H™

es compacto para todo r1,79 € R. Esto implica que V' admite extension
V:H — H™

para todo r € R. Atendiendo a la descomposicién (2.15) y a la elipticidad (2.14), V
es una perturbacion compacta de un operador eliptico. Méas atn, se puede demostrar

que existe a > 0 tal que
(L 979)0 > 04||9||2—1 2, Vg€ Ho 12 (2-16>
/

siendo

Hy'*={ge H'?|(1,9) = 0}.

Apunte. En general V : H" — H"™! no tiene por qué ser invertible ni eliptico. Esta
propiedad tiene que ver con el tamano de la curva I'. De hecho, existe una magnitud Cr > 0
llamada capacidad logaritmica de I' que funciona como un didmetro (es invariante por
rotaciones y traslaciones, y los cambios de escala le afectan proporcionalmente Cor = aCr)
que demarca tres posibilidades: (a) si Cr < 1, V es eliptico en H='/?; (b) si Cr = 1, V
tiene niicleo unidimensional y la imagen tiene codimension uno; (c) si Cr > 1, V es invertible
pero no eliptico. Cuando I" es una circunferencia, Cr es su radio (nétese el paralelismo entre

(a)-(b)-(c) y las propiedades de A,).

Nos planteamos entonces los dos problemas deducidos de la seccién 1:

ge H'/?,
(2.17)
Vg=1,
o bien,
ge Hy'? ceR,
(2.18)

Vg+c=f.

En ambos casos, tomamos f € H'2. La condicién de pertenencia a Ho_l/2 en (2.18),

esto es, (1,¢)o = 0 es una forma débil de escribir

[ ot =o.
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condicién heredada de (2.5). El problema (2.18) es mas simple, ya que gracias a (2.16)
se puede escribir como un problema eliptico
g€ Hy ',
(2.19)
(Vg>r)0 = (f7 T)D? Vr € H(;l/Za
y el calculo

e= [ ()=o) dt = (= Vo1

En el caso de que V' sea invertible, baste recordar que es perturbacion compacta de un

problema eliptico.

2.4 Un método de Galerkin

Sean de nuevo
O=s5y<s51<...<8, =1,
mallado que extenderemos N-periddicamente a s;, j € Z en caso de necesidad. Defi-

nimos

Sn={gn:(0,1) = R [ gn

)GP(), VZ}CHO

(sir511
y su subespacio X

Sno = {gn € Sh | / gn =0} C Hy 2.
Consideremos la discretizaciéon de (2.19) ’

9n € Sho,
(2.20)

(Vagn,mn)o = (f,rn)o,  Vrn € Shpo,

que tiene solucién unica por ser V' eliptico en H, /2 Ademés se tiene el lema de Céa

lg = gnll-1/2 < C inf |lg —7al[-1/2- (2.21)

ThE€Sh,0
Por tanto,
1gnll-1/2 < C"llgll-1/2-
Si g € H' (esto es, f € H?) se puede estimar facilmente el infimo de (2.21) y obtener
g — gnll-1/2 < Chgﬂ”ﬂ”b

siendo h = max h;. Por densidad esto implica la convergencia en norma H~'/? (que es

una norma débil, no funcional) cuando h — 0 para todo g € H, 12
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Convergencia en normas fuertes. Si la sucesién de mallados es casi—uniforme,

esto es,

max h; < pmin h;

tenemos una desigualdad inversa en S},
Irnllo < Ch7Y2(rpll21je,  Vra € Sh.

Con ello podemos demostrar que

lg—agnllo < [lg—1IIngllo + [[Hng — gnllo <
< lg = ugllo + Ch™ 2| Ig — gnll-1/2 <
< lg —ugllo + Ch™2(|g — gnll—1/2 + Ch™/?||Tlhg — g[|-1/2 <
< C'hllglh

comparando con un elemento II;g € Sy que alcance la aproximacién 6ptima simulta-
neamente en H° (O(h)) y H='/2 (O(h*/?)).

Posprocesos. Por otra parte, si volvemos a nuestra intencion original de resolver un

problema de contorno hay que sustituir g en la expresion del potencial
1
Sg =~ [ og|- ~ a(s)Po(s)ds,
0
por g. Si fijamos y € R?\ Ty llamamos ¢(s) := log |y — x(s)|* € C*, el error

IS9(y) — San(y)| = [(&.9 — gn)ol < |9+ llg — gnll-

se puede acotar utilizando estimaciones en normas débiles, ya que ¢ € H" para todo

r. Otro tanto ocurre al comparar

cp = /0 (f(t) = Vagn(t))dt

con el valor exacto.
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Convergencia en normas débiles. La estimacién de ||g—gp|| en normas més débiles

se realiza mediante la técnica de Aubin-Nitsche, basada en propiedades de dualidad y

en la simetria del operador V. Se obtiene una convergencia

lg = gnll-2 < CR?||g|,

que no puede ser mejorada en normas mas débiles. Asi

e — el = O()

Sg(y) — Sgn(y)| = Oy (R?).

2.5 El sistema asociado

Sean y; las funciones caracteristicas de los intervalos (s;_1, s;). Entonces

1 1

i = — Xi+1 — 7 Xi» ‘:1,...,N—1
(2 hmxﬂ hiX i

(2.22)

es una base de S, . El método de Galerkin (2.20) se limita al célculo de g5, = Zi\;l U,

mediante la resolucion del sistema de ecuaciones

N-1

S (Vg oy = (f)o, i=1,....N - 1.

Jj=1

Para obtener el sistema se requiere el cémputo de las integrales

Vpxido = — / / log |x2(s) — @(t) x5 (t) xa(s) ds dt =
= —/Sl /S] log |z(s) — x(t)* ds dt,

(f,Xi)o_/O f(s)xi(s)ds = S f(s)ds.

(2.23)

(2.24)

Notese que a pesar de que se ha construido una base de Sy, con funciones de sopor-

te reducido, la matriz del sistema es llena ya que el operador integral V' no es local.

Ademds, las integrales (2.23) son débilmente singulares cuando i — j € {—1,0,1}; de

hecho, N—ciclicamente, puesto que para ¢ = 1, j = N también se tiene una singulari-

dad.
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El caso uniforme

h:hi:Si—Si_l, \4)

permite un tratamiento especialmente simple del problema. En este caso podemos

tomar

2/)7; = Xi+1 — Xis Zzl,,N—l (225)

., N-1
como base de Sy y la solucién g, =) .| w;1); se puede expresar como

N
9n = Z%Xn
1=1

con gy = —uy, gn =UN-1y gi = U;—1 — u; para 2 < i < N — 1.
Noétese que se debe intentar aproximar las integrales (2.23) y (2.24) con un grado

de precisién suficiente para preservar el orden h® de convergencia en normas débiles.

Aproximacion del término independiente. Denotamos

Si—1 1 Si

zi = —
2

a los puntos medios de los intervalos. Asi aproximamos

1/2

b = / F)ds=h [ f(z+ hu)du ~
Si_1 -1/2

S L) = o) + 220 (0) + S ()] = B

La férmula de cuadratura “base” en (—1/2,1/2) es

1/2

©)+ 50~ [ plude

—-1/2

1 11
Lp:= —p(—1) + =
p = 5op(=1) + 5P

simétrica y grado tres. La utilizacién de puntos de fuera del intervalo estd autorizada
por la periodicidad de la funciéon, que da siempre margen de puntos de evaluacion,
puesto que nunca se llega al extremo del dominio de definiciéon. Su justificacién esta

en la reduccidén del nimero de evaluaciones.
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Aproximacién de la matriz. Para aproximar las integrales (2.23) seguimos un

proceso en el que se substrae la singularidad. Nos concentramos primero en la eleccion

——/Z /] log |x(s) — x(t)|* ds dt

estan definidos para todo 7,j € Z con repeticion N—periddica en ambos casos. Asi

de indices: los valores

podemos concentrarnos en calcular
5, 7;6{1,...7]\[}7 ‘j—z’SN/Q

En el caso N par, el proceso que desarrollaremos dara la misma aproximacion para
Gj iy N/2 qUe para a;; N2 pOr lo que no es importante qué representante tomemos.

Para estos indices descomponemos

., 2
/ / s—t ddt / / log(s — t)? dsdt =: a;;" + a;;".

Si escribimos

i 2
F(s,t) := (s 1) (2.26)
—log |'(1)[%, s =1,

y notamos que F' es regular en la franja |s — t| < 1, el proceso resultante es simple.

e Por un lado se aproxima

aggl'):hQ/ / F(z + hu, zj + hv) dudv =~ B*L*F(z;+h-,z; + h-) = al
~1/2J-1/2

ij

siendo L? la férmula obtenida por aplicacién de L en cada variable de integracién

(una férmula de nueve puntos, por tanto).

e Por otro, se calcula exactamente

1/2
oP=—p? llogh2 / / log(u —v+i— j)* dudv | =—h* [logh* + pi_] = a7
—-1/2J-1/2

Las cantidades pj no dependen del problema particular (ni de los datos ni de la

curva), por lo cual pueden ser calculadas previamente. Ademds pp = rho_y.

La féormula de cuadratura empleada utiliza valores de F' en puntos (z;,2;), |j — i <
N/2 + 1, que son empleados para distintas integrales. La evaluacién en la diagonal

F(z;, z;) sigue una férmula distinta (ver (2.26)).
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Método de Galerkin—colocaciéon. La anterior discretizacion completa de las ecua-
ciones del método de Galerkin recibe el nombre de método de Galerkin—colocacién por
su similitud con las ecuaciones semidiscretas del método de colocacién (ver Capitulo 4).
En resumen, el método se puede implementar como sigue.

Empleamos los coeficientes

B 1 1
AT Ty 979y
El sistema final
Au=Db>b

es cuadrado de orden N — 1 y corresponde a la tltima fase de la aproximacién, luego

los elementos a; ; y b; no corresponden a los indicados anteriormente.

fori=1:N
fi= f(Zi)
Jo= I~
a1 = N1
fori=1:N
B = hlc_1fi—1 + cofi + ¢ fi]
fori=1:N

for j=i—N/2—-2:i+ N/2+42
Fij = F(zi,2)
for j=—-N/2—-2:N/2+2
Foj = Fnjen
for j=—-N/2:N/2+2
Fnyijin = Fij
fori=1:N
for j =i : min(i + N/2, N)
aij = h* (g y eeiFivngr — log h* — pyj)
i =
for j =min(i+ N/2,N)+1: N
Qi = h2(2;i,l:_1 ckCiFisk N —logh* — p_j))
Qji =
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fori=1:N-1

bi = Bit1 — Bi

for j=1:N—1

Qij = Qj + Qg1 j+1 — Q1 — Qg5

resolver Au=>b
g1 = —w
fori=2:N—-1

gi = Uj—1 — Uy

gN = UN-1

La reorganizacién final de matriz y término independiente esta causada porque la
base es ;11 — X;i (ver (2.25)) y no y;. Tras resolver, el vector solucién se reorganiza

para escribir la solucién en la forma

N
gh=>_ g
i=1

(gf son los valores de g; en cada “tramo”).

Breve idea del analisis. Si gp,r, € S, podemos poner

N

N
gh:ZQiXia ThZZTz‘Xz-
i=1

=1

Asi
N

(Vg ra)o = Z Aij 95T

ij=1

forma bilineal Sj, x S, — R que ha sido reemplazada (a;; ~ «;;) por

N
On(gn,Tn) = Z QijgjTi-

1,j=1

Se puede demostrar entonces con un cuidadoso analisis de formulas de cuadratura que

|(Vgnri)o — valgn. ra)| < CR||rall-1/2lgnll-1/2-
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Asi, para todo g5 € Shp

O‘thHQ_UQ < (Vghagh)ﬂ < Uh<gh>gh) + C'h3||g!|2_1/2,

luego para h suficientemente pequeiio, o« — Ch® > 0 y la familia de formas bilineales
U+ Sho X Sho — R es uniformemente eliptica. Como por construccién vy, es simétrica,
la matriz del sistema es simétrica y definida positiva.

El hecho de evaluar el término independiente f exige que f € H=t/2) luego el
método totalmente discreto no va a ser estable en la norma original H~/2. La forma

lineal sobre S),
N
(f7 Th)O - Z biri
i=1

se aproxima (b; = f3;) por fr: S, — R

N
falrn) =3 B
i=1
Restringiéndonos a f muy regular se obtiene

(frn)o = ful(rn)| < CA72|| fO .
El método totalmente discretizado se puede escribir
gh € Sho,

vn(gn,mn) = falrn), Vrn € Sho.

Asf por argumentos estdndar (lema de Strang, etc) se obtienen:
e preservacion de la convergencia en norma natural

lg — g ll-1/2 = O(R3/?),

e preservacion de la convergencia éptima en norma débil (aprovechable para po-

tenciales)

lg = grll—2 = O(h%),
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e una cota de aproximacién entre la solucién Galerkin y la Galerkin-colocacién

lgn — gill-1/2 = O(?),

luego, con desigualdades inversas,

lgn = ghlloe = max |g; — ;| = O(h). (2:27)

[ARR)

Con un analisis bastante detallado del método de Galerkin se puede demostrar que

(con hipdtesis suficientes de regularidad sobre g)

max_[gi — g(z)| = O(h?) (2.28)
i=1,....N
luego los coeficientes calculados como solucién del sistema son ademaés aproximaciones
de orden dos del valor de la solucién en los puntos medios. Interpolandolos con una

poligonal se obtiene facilmente una aproximacion uniforme de orden dos de la solucién.

Para aproximar

ch = /01 ft)dt — /01 Vg (t)dt = /01 f(t)dt — f: aiig;

ij=1
podemos aplicar la férmula del punto medio compuesta a f (evitando nuevas evalua-
ciones) y aproximar a;; ~ a;;

N N

Gi=hY fz) =) g

j=1 ij=1

Para aproximar el potencial, se emplea la formula de cuadratura L

wn(2) = — / log |z — (1) gi()dt ~ —h S 7L (log |2 — w(z; + h-)])

j=1
lo que reorganizado nos da
N
uy(z) = —hZﬁj log|z — x; (2.29)
j=1
con
£ = ﬁ(gjfl + gj+1) + Egj x; = x(z) €.

Con ello, ademés (2.29) es una sencilla expresién del potencial aproximado como una

suma de potenciales puntuales
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2.6 Extensiones faciles

El anélisis de la aproximacion Galerkin del problema

siempre que V' sea invertible (ver nota en seccién 3 sobre invertibilidad) es una obvia

extension de lo anterior. Dada la descomposicion
V=A+K

(esto es, eliptico més compacto), el método de Galerkin
gn € Sh,

Van,rn)o = (f,rn)o, Vra € Sh,

es estable en norma H~1/2
lgnll-1/2 < Cllgll-1/2,

lo que equivale a una estimacion de Céa

lg = gnll-1/2 < C inf [lg —7r-1)2.
ThESH

Maés ain, la estabilidad se escribe en la forma de una condicién inf-sup (Babuska-

Brezzi) uniforme

inf sup (Vg 7)o > 3> 0.

0£9n€Sn [ozr,esy [1gnll-12llTnll-1/2

A partir de estas propiedades:

e se establecen las mismas cotas de convergencia en H~/2, normas més fuertes
(s6lo para sucesiones de mallados casi—uniformes) y mas débiles (éptimas de

orden ctibico) que en el problema anterior;

e se puede realizar la discretizacién completa por el método de Galerkin coloca-
cién y la condicién inf-sup se transmite facilmente a la forma bilineal discreta,

manteniéndose asi de nuevo todas las propiedades.
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Para mejorar las estimaciones de convergencia se pueden emplear espacios discretos

con mejores propiedades de aproximacién. Por ejemplo, con poligonales peridédicas

Sy, = {uh € C[O, 1] ’ ’LLh(O) = uh(l), up,

(8i—1,8i) S Pl}a

espacio con la misma dimensién N que el anterior (N — 1 si exigimos integral nula), se

alcanzan los siguientes resultados:

e cstabilidad y convergencia en norma natural
lg = gnll—1/2 < CR*?| g2,
e convergencia en normas fuertes (mallados casi—uniformes)
lg = gnlls < Ch**[lgll2, s € (=1/2,3/2),

(de aqui se deduce una convergencia uniforme O(h*/?-¢))

e convergencia en norma débiles (vélida para potenciales, etc)
lg = gnll—s < CR°[|g]l2,

Con mas exigencias de regularidad sobre g se demuestra que en el caso de mallados

uniformes
m?x lgn(2i) — g(z)| = O(hz)

y por lo tanto hay convergencia uniforme O(h?). Nétese que gx(z;) serdn los valores
calculados utilizando una base de funciones “gorro” para Sj.

Si se quiere examinar qué ocurre cuando se mejora la calidad del espacio de aproxi-
macién, se debe tener en cuenta lo siguiente. En el caso anterior, la continuidad
de los polinomios era innecesaria, ya que Sj, debfa ser subespacio de H (incluso del
més débil H~1/2). No obstante, no exigir la continuidad, es decir, tomar S}, como
un espacio de funciones P a trozos discontinuas, incrementa el ntimero de grados de
libertad (N — 2N) sin mejorar las propiedades de aproximacién del espacio.

Asi, al pasar a funciones P, a trozos, hay una posibilidad de utilizar funciones spline

cuadriticas de clase C'. Ello permite no aumentar el ntiimero de grados de libertad
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(permanece en N), mejorando la capacidad de aproximacién del espacio. Ademas,
los espacios de funciones spline admiten bases B—spline de pequeno soporte y facil
evaluacion.

Para los casos uniformes (h; = h) con splines regulares de grado k (funciones C*~1,
periddicas y Py a trozos) el método de Galerkin—colocacion y su anélisis son facilmente

extensibles.

Mas informacién

La utilizacion de potenciales para resolver problemas de contorno estd en el origen de la
teoria de ecuaciones integrales. El enfoque clésico consistia en llegar a ecuaciones de segundo
tipo. Las formulaciones que llegan a ecuaciones logaritmicas se discuten originariamente en
[13, 40, 42], en unos casos con la constante adicional y la condicién de integral nula y en
otros sin ellos. Véase también [20]. En [53] se da un riguroso tratamiento de la equivalencia
entre estos problemas. Puesto que ejemplifican las primeras dificultades de los métodos de
contorno, casi todos los cursos y textos analizan las ecuaciones logaritmicas. Igualmente, los
métodos de tipo Galerkin estdn tratados tanto en enfoques matemaéticos como ingenieriles de
la cuestion.

La teoria de espacios de Sobolev periédicos estd muy extendida en la comunidad de ele-
mentos de contorno. Exposiciones simples, rigurosas y equivalentes (hay varias formas de
introducirlos) aparecen en [14, 26, 57], donde también se estudia la relacién entre el operador
logaritmico y el operador de Bessel. Los operadores de frontera pueden ser tratados también
en un marco holderiano, manteniéndose el caracter Fredholm y perdiendo la elipticidad [7].

El estudio de los métodos de Galerkin para ecuaciones logaritmicas se inicia en [40, 41, 42].
Estan rigurosamente tratados en [23, 53, 54]. La teoria admite una generalizacién répida que
discutiremos en el capitulo préximo: surge en [41, 51, 55] y se puede encontrar recogida de
distintas formas en [5, 19, 22, 23, 27, 28|.

La discretizacién completa explicada procede de ideas originales en [38, 39], reestudiadas y
generalizadas en [34, 49], donde igualmente se demuestran las superconvergencias puntuales.



Capitulo 3

Operadores de frontera del
laplaciano y métodos de Galerkin

3.1 La proyeccion de Calderén

Si regresamos a las férmulas de representacion en la frontera (1.1) y (1.2) tenemos: en

los puntos del interior de I'

uly) = =5 [ Togly =l wu(e)dr(@) + 5 [ nialogly — al ul@)ir (@), (1)

en la frontera, una primera identidad

1 1 1
Sule®) =~ [ 1ogly 2l dnul@)ir(@) + - [ Oue gy - alu@)ir(@) (3:2)
r T Jr

y otra procedente de la derivada normal

1

1
Somuly) = o / Ot 108 |y — 2| Iu(@)dry () +
T™Jr

1
+3-On) [ Onior gy — 2l u@ir (@) (33)
I

La derivada normal del segundo sumando de (3.3) no puede entrar en la integral ya

que

1
On(@)On(y) log |z — y| ~ ma cuando |z — y| ~ 0

39
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tiene una singularidad no integrable. En (3.2) y (3.3) aparecen los cuatro operadores

de frontera del laplaciano:

1
VP == —— / log |- — z|\(x)dy(x),
2 T
1
KiX = —/8n log |- — z|A\(x)dy(x),
21 T
1
Kigi= - [ Ou los|- ~ ale(@)dr (),
T Jr

1
Wep = 5-0n [ Ouielog|- ~ alp()r (@)
™ r

Si
A= a’n“’IU Y= ulFa (34)

se tienen las identidades (3.2)—(3.3) en la forma operacional:

Wrp — KfA = %)\. (3.6)
El operador
o +1 + Ky Vr
o Wr 31— K¢

recibe el nombre de proyeccion de Calderon asociado al interior de I'. Es un ope-

rador continuo
C™: HY2(T) x HY*I') — HY*(T') x H~Y*(I)

Si ademas (p, \) € HY?(T")x H~/2(T") son los datos de Cauchy de una funcién arménica

en el interior de €2, entonces (3.5) y (3.6) se reescriben

[5)-15]

Ademas se puede demostrar que
cCC =C,

luego de hecho es una proyeccion.
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Para el caso exterior se debe cambiar un signo cada vez que aparece una derivada
normal, ya que por convenio la derivada normal siempre apunta hacia el exterior de la
frontera I, con lo que se tiene:

I Ky -W
Ch= 12 i K Y C+[f]:[ﬂ’ 37
2

si (¢, ) son los datos de Cauchy de una funcién armonica en el exterior, con ciertas
restricciones sobre su comportamiento en infinito.
Asi se obtienen identidades que cumplen los datos de Cauchy de funciones armoénicas

en ext ' y una nueva férmula de representacién como (3.1): para y € extT’

uw) = 57 [ Jozly = ol du@)tr(@) = 5= [ Onwlozly — al ul@)dr(@). (33

3.2 Formulaciones directas e indirectas

El punto de vista directo, ya sea para el problema exterior como para el interior, con-
siste en emplear (3.5)-(3.6) o sus equivalentes exteriores (3.7) para obtener ecuaciones
relacionando las incognitas.

Por ejemplo, si tenemos el problema de Robin

Au=0, enintl

(3.9)
Onu + oulr = uyq,
podemos pensar en utilizar la relacién
Aop=u
(como siempre A\ = dpu, ¢ = u|p) para eliminar A en (3.5) y obtener la ecuacién
3% = Krp + Ve(op) = Veuy, (3.10)

que es una ecuacion de segundo tipo donde el operador integral incluye una parte

logaritmica. Si por el contrario sustituimos en (3.6), obtenemos

Wre + 2o+ Kf(op) = Kfu + 1uy. (3.11)
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Aunque lo parezca, (3.11) no es una ecuacién de segundo tipo. La razén (se verd con

mas detalle en la siguiente seccién) es que
Wr : HY2(T') — H™Y2(ID)

es la parte principal del operador que aparece en la ecuacién puesto que tiene un
caracter similar a una derivada.
El punto de vista indirecto trata de forma simultdnea los problemas interiores y

exteriores. La idea es proponer soluciones de
Au=0, enR?\T,
en la forma de un potencial de capa simple

Sriy = _%/Flog |- — [y (z)dy(z) - R*\T — R (3.12)

o de capa doble

1

Dripy = Py /r Onw) log|- — x|e(x)dy(z) : R*\T — R, (3.13)

siendo 17 6 19 una densidad por determinar. Las propiedades de limite de Sr y
Dr cuando nos acercamos a I' reciben el nombre de relaciones de salto. Si con el
superindice T denotamos limites exteriores y ~ es empleado para limites interiores, se

puede demostrar:

i. Sriyy es continua

(Sryo)* = (Srehr)™ = Vi, (3.14)

pero su derivada normal no lo es
OpSrhr = =51 — Kby, (3.15)

OpSripr = 51 — Kity, (3.16)
Asi
OnSrir — ISy = 1. (3.17)
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ii. Driys se comporta a la inversa. Es discontinua a través de I'

(Drape)™ = — 3102 + Kribo, (3.18)
(Drapa)™ = 592 + Kriy, (3.19)

luego
(Dripa)™ — (Driba)™ = s, (3.20)

En cambio, su derivada normal es continua
O Drip2 = Op Dripy = Wrihs. (3.21)

Apunte. Viene aqui de nuevo a cuento una pequena interpretacion electrostatica. El poten-
cial de capa simple es una representacion del potencial eléctrico a partir de una distribucion
de cargas en la frontera. El potencial obtenido es continuo, mientras que el campo eléctrico
tiene una discontinuidad al atravesar la frontera en direccién normal, igual a la densidad de
carga. El potencial de capa doble corresponde a una distribucion de dipolos orientados en la
direccion normal a la frontera. El potencial es discontinuo, pero el campo eléctrico no.

Volviendo al problema (3.9), podemos tratar de representar la solucién mediante

un potencial de capa simple (3.12)

u = Sri1
(ahora 1; no tiene significado fisico concreto en funcién del problema interior). Al
imponer la condiciéon de contorno
Opu+ou™|r = uy
se llega a la ecuacién
%@/)1 — Kp1 + oVpihy = g,

de caracteristicas similares a (3.10). Si probamos con un potencial de capa doble

u = Dr’wg,

nos encontramos con
Wrihy + 301hy + 0 Kpthy = uy, (3.22)
similar a (3.11).

Apunte. Las ecuaciones obtenidas para el mismo problema con los enfoques directo e indi-
recto son traspuestas unas de otras. Esto permite dilucidar simultaneamente cuestiones de
existencia y unicidad de solucién de las ecuaciones integrales resultantes.
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3.3 Formas parametrizadas

Las versiones parametrizadas de los operadores de frontera del laplaciano son las

siguientes. Tomemos como magnitudes para las formulaciones directas

g1(t) := ulp(2(1)),
92(t) 1= Onulr(z(t)) ['(t)].

Definimos entonces los nucleos
Vs, t) := —QL log |x(s) — x(t)]
Kot o L@0 () n)

2 [all) - (o)
o L)) n6)
FED = s e —aep Y
1

Wis,t) = o[a'(s)||2'(8)|On(s)On log [ (s) — 2(1)] =

0] nls) n) (@) —2(s) n) (@(s) (1) - n(s)
o Lw@)—w(ww” (o) = =(0F

Notemos que el nicleo W tiene una singularidad de la forma (s — ¢)~2, marcadamente

no integrable.

Consideramos los cuatro operadores siguientes:

Vor = [ VEDmio, 3.23
Kg = /1K(-,t)gl(t)dt, (3.24)
K*gy = /K* (3.25)
Wor = 0 V(s 0)g) (Ot pf/ W (-, t)gi(t)dt, (3.26)

donde p.f. denotan las partes finitas de Hadamard de la integral divergente que sigue.

Se tienen asi las relaciones

Vga = Voonulr(z(-)),
Klgi|z'|] = Krulp(z(-)),
K*gy = KpOpulr(z(-)),

(-

|$|ng = WFulf( ))



Formas parametrizadas 45

A falta de cuestiones de invertibilidad se tienen las siguientes propiedades:
o VV:H" — H™ es continuo para todo r € R y es eliptico en HO_I/2

(Vg.9)o > allgl?1 o, Vg€ Hy'

o W : H" — H" ! es continuo para todo r € R y eliptico en H3/2 = {gec H'?|
(97 1)0 = 0}
1/2
(Wa.9)0 = 7lglli o Vo € Hy™.

o K, K*: H — H"*!' son compactos para todo r.

Con estos operadores y el operador identidad podemos plantear todas las ecuaciones

asociadas a aproximaciones directas e indirectas. Las dividimos en tres clases:

e ccuaciones hipersingulares son aquéllas en las aparece W, que pasa a ser la

parte principal
Lig:=Wg+apg+aKg+aVg+asK'g=---
(ap, a1, as y as son funciones regulares),
e ecuaciones de segundo tipo son aquéllas de la forma
Log =g+ aVg+aK'g+aKg=---
(la identidad es la parte principal),
e ccuaciones de primer tipo con nucleo logaritmico son las ecuaciones

L_1g=Vg+aKg+aKg=---

En este contexto no pueden aparecer ecuaciones integrales de primer tipo donde K 6 K*
sean los operadores principales, ecuaciones que, por otro lado, dan lugar a problemas

mal puestos.
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3.4 Meétodos de Galerkin

Ecuaciones hipersingulares. Con las ecuaciones de orden uno (las hipersingulares)
para el método de Galerkin es necesario que el espacio test—trial esté formado por
funciones continuas. Asi tomamos como siempre 0 = s < §1 < --- < sy = 1,
h = maxh; y

Sn :={gn € C[0,1] [ gn(0) = gn(1), g

(si—1s) € ]P)l}
y planteamos el problema discreto

gn € Sh7

(Lign,rn)o = (f,7n)0,  V7h € Sh,

como discretizacion de la ecuacién

Lig=F.

Si el operador es invertible, por ser perturbacién compacta de un operador eliptico en

H'/? se tienen:

e estabilidad en H'/2
lgnlli2 < Cllglliye

y el correspondiente lema de Céa
lg = gnllijz < C inf |lg —rall1/2,
ThESh

e convergencia en H'/2,
e Ordenes de convergencia en norma natural
lg = gnllij2 < CB*?||g]l2,
en normas fuertes (mallados casi—uniformes)

<t<

N | —
DN W

lg = gulle < CR*"|lg]l2,

y en normas débiles

g — gnll-1 < CR?||g]|2-
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Gracias a la identidad
(W91792)0 = (Vgivgé)(h

la parte de implementacién correspondiente a W (la tnica novedosa) con poligonales
es equivalente a una implementacion asociada a V' con constantes a trozos. Por tanto,

las estrategias del método de Galerkin colocaciéon (Capitulo 2) son validas.

Ecuaciones de segundo tipo. Si el operador es de orden cero (ecuacién de segundo

tipo) se tienen:
e Estabilidad y lema de Céa en H°.

e Convergencia: en el caso de constantes a trozos

lg = gnlls < CA"|lg]l;

con —1 <s<t<1,s<1/2 t>0 (las convergencias en norma superior a H"

sélo se tienen para el caso casi—uniforme); en concreto, el 6ptimo es
_ 2
lg = gnll-1 = O(R%).

e Si se emplean poligonales se llega a

g — gnllo = O(h?),

lg — gnll—2 = O(hY),

aunque con mas requisitos sobre regularidad de la solucién exacta.

Ecuaciones logaritmicas. El caso de operadores de orden —1 es esencialmente igual

al visto en el Capitulo 2, puesto que lo relevante del operador es su parte principal.

3.5 Situacion general

Una tunica férmula retine todo lo anterior y muchas cosas por venir. Consideremos una

ecuacion

Lgg=f



48 3. Operadores de frontera del laplaciano y métodos de Galerkin

con 3 € Z, de forma que Lg : H" — H"~? para todo r es continuo. Suponemos que

Ls = Ag+ Bz donde By : H" — H™ P+l y
(A59:9)0 > Y gll3 /2 Vg € H2.

Al operador Lg le basta ser inyectivo para ser invertible con inversa continua.
Sea S¢ un espacio de splines regulares periddicos sobre el mallado 0 = sy < -+ <
sy = 1, esto es: cuando d = 0 son funciones constantes a trozos; cuando d > 1, son

funciones

gn € CH0,1],

g0y =g (1), 0<j<d-1,

Gnl(si_v,5) € Pa, Vi
(De estos espacios se puede dar una base B-spline). Tomemos d de forma que

Lsgn € Ho, gn € Sy
lo que equivale a exigir que
d>p.

Entonces el método de Galerkin

gn € Sﬁu

(Lagn.mn)o = (fira)o, Vry € S,

es estable en la norma H?/2
lgnllsr2 < Cllglls/e,

converge cuando h — 0 y se tiene una coleccion de estimaciones de convergencia

lg — gnlls < CR™*| 9]¢, (3.27)
donde
b—d—1<s<t<d+1, (3.28)
1
g <t (3.30)

Simplemente dos comentarios sobre las cotas de convergencia anteriores:
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e la limitacién s < d + 1/2 estd dada por que g, € H® es una funcién con una
regularidad limitada; las cotas en estas normas /2 < s < d+ 1/2 son validas en

el caso casi-uniforme;

e la convergencia 6ptima en la norma mas débil

lg = gnllg—a—1 = O(h*ﬁ+2d+2)

es la heredada en los calculos del potencial.

3.6 Ejemplo
Partiendo de la ecuacién (3.22) que reescribimos
Wry + %Uw +oKrY = uy (3.31)

podemos parametrizar y tomar
gi=vowm
como incégnita y convertir (3.31) en

Wg+ag+Bg=f (3.32)

siendo W el dado en (3.26),

/
(). o= Slo(@(),  Bu=la|o(e(-)K]|u
y K es el operador definido en (3.24). Por tanto el nicleo de B es
(s

) (®(t) — =(s)) - n(t)
2 fm(s) — (1)

La ecuacion (3.32) es de orden 1 y es perturbacién compacta de una ecuacion eliptica

B(s.t) = 22 /(s)] |2 (1)

en H'/2. Recordemos que si V es el operador logaritmico (3.23), se tiene por (3.26)

(Wgh 92)0 = (Vgiv gé)o-

Si ¢ > 0y es no nula en una parte no trivial de la curva I', tanto el problema de
Robin interior, como la ecuacién de frontera (3.31) o su parametrizacién (3.32) tienen

solucién unica.
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Tomamos S} como espacio discreto para un método de Galerkin para (3.32). Sean

¥; € S} las funciones gorro periodizadas
’QDZ'(S]') = 5ij mod N.

Vamos a detallar la implementacién para el caso uniforme. Hay que calcular aproxi-

madamente cuatro tipos de términos:

(V45, 4i)o, (3.33)
(@, ¥i)o, (3.34)
(BYj, ¥i)o, (3.35)

(f,%i)o- (3.36)

i. Puesto que

1
wi- = E(Xz - Xi+1),

aproximar términos del tipo primero equivale a aproximar

(Vx5 Xi)os

lo cual se puede hacer con las estrategias desarrolladas en el Capitulo 2.

ii. Denotamos por
1+t te[-1,0],
ult)y =< 1—t, telo,1],
0, en el resto.

Consideremos una nueva férmula de cuadratura no estandar con p como funciéon peso

/ PO J5p(=1) + 150(0) + 3501 = Ly

que es de grado tres. Entonces aproximamos

(F.)o = h / s+ b))~ DL s+ h-).
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iii. Denotamos por L? es la férmula obtenida por aplicacién de L en cada variable,

para aproximar una integral sobre el cuadrado [—1, 1] x [—1, 1]. Entonces consideramos
1l
(B, i)o = h2/ / B(si + hu, s; + hv)p(w)p(v)dudv =~ h*L2B(s; + h-,s; + h-)
—1J-1

iv. Lamatriz (av);, 1;)o es tridiagonal-ciclica (los elementos son no nulos si |i —j| <1
moédulo N), ya que el operador de multiplicacién por a es el tinico con cardcter local

de todos los que aparecen en (3.32). Consideremos las dos siguientes férmulas de

cuadratura .
1 3 1
2dt =~ —p(—1)+ = —p(1) = L
[ pomtde = o=+ 20(0) + 5p(1) = Lap
! 1 11 11 1
Ot —1)dt ~ ——p(—1) + — —p(1) — —p(2) =: L
| remnte = 1)t = —55p(=1) + 555000 + T5p(1) — 35p2) = Lap

ambas de grado tres. Entonces aproximamos
1

(aths, i)o = h / a(si + hu)p(u)2du ~ hLoa(s + b -)

-1
1
(athis1, )0 = h/ a(s; + hu)p(u)pu(u — 1)du =~ hlLia(s; + h-).
0
Analisis. Todo lo anterior se reduce a una aproximacion de la formas bilineal y lineal

(Wg+CLg+Bg,T')0, (f;r)O

al ser restringidas a S}. La forma bilineal exacta cumple una condicién de Babuska—
Brezzi uniforme en S}, ya que el método de Galerkin es estable. Esta condicién se
traslada a la forma bilineal aproximada, lo que permite asegurar existencia y unicidad
de solucion para h suficientemente pequeno. Por tltimo, los 6rdenes de las reglas de
cuadratura son suficientes como para asegurar que se preserva el orden del método de

Galerkin en normas débiles
lg = gill-1 = O(n%)
y otras propiedades de convergencia nodal del esquema exacto.

En la implementacion, que esquematizamos seguidamente, se emplea un vector de

indices que permite mantener el caracter ciclico.
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fort=1: N
ind(i) =i
ind(0) = N
ind(N+1)=1
ind(N +2) =2
fort=1: N
for j=1: N
vi; = (VX;5, Xi) /* Cap 2%/
wys = B(si,s;)
fz = f(sz)
a; = a(s;)
fori:=1:N

Mii = h (Gind(—1) + Gindg+1) + 18Gindg)) /30
My ind(i+1) = h (_@ind(z‘q) + 11aind(i) + 11aind(i+1) - @ind(z‘+2)) /120
Mind(i+1),: = M4 ind(i+1)
d;="h (find(i—l) + find(z‘—i—l) + 1Ofind(i)) /12
c1=1/125 ¢g = 10/125 ¢, = 1/12
fore=1: N
for j=1: N
m; = My; + h? Z,lg?k/:_l CkCk'Wind (i+k),ind (j+k')
Myj = Myj + (Uind(z‘),ind(j) + Vind(i+1),ind(j+1)
—Vind(i),ind(j+1) — Uind(i-i—l),ind(j)) /h?
resolver Mg =d

3.7 Cuestiones de unicidad

Un detalle que crea abundantes dificultades en las primeras aproximaciones a los
métodos de contorno son los problemas de existencia y unicidad de soluciéon. Dado
que los operadores que han aparecido hasta el momento son todos Fredholm de indice
cero, se puede asegurar que estos problemas van siempre ligados uno al otro.

Si nos centramos en los seis operadores que aparecen en C*, esto es,

Vr, Wr, %]:l:K[‘, %I:I:K{E
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la situacién se resume facilmente.

e El nicleo de Wr son las funciones constantes y su imagen es el conjunto de las

funciones L?(I")—ortogonales a las mismas;
e 2]+ Kr y su traspuesto 31 + K} son invertibles.

e El ntcleo de %I — K7 son las funciones constantes (esto ya se vio en el capitulo
primero, al obtenerse la formula K1 = 1/2), luego el nicleo de %I — K{ es
unidimensional. Se puede tomar una base de este ultimo, normalizando la integral
del generador

Kig—1o=0, [o=1
La funcién ¢ recibe el nombre de distribucion de equilibrio. La imagen de

%I — Kt se compone de las funciones f tales que

[ ro=0 (3.37)
r
mientras que la de 51 — K} son las funciones con integral nula.
e La distribucion de equilibrio cumple ademas que
Vro = € Py.

La cantidad exp(27€) se conoce como capacidad logarimica o didmetro transfi-
nito de la curva I'. Si & = 0, luego la capacidad de I' es unitaria, Vr tiene un
nicleo unidimensional generado por ¢ y, por simetria, los elementos de su imagen

cumplen (3.37). En todos los casos restantes, V- es invertible.

Los problemas que surjan por la falta de invertibilidad del operador que aparezca
en la ecuacion integral de frontera deben ser resueltos ya en la formulacién. Dicho en
general, en los métodos directos, hay existencia de solucién (el término independiente
cumple las restricciones exigidas para pertenecer a la imagen del operador), ya que
la propia solucion del problema de contorno nos dice que hay solucion de la ecuacién
integral. No obstante, escoger mal entre distintas soluciones de la ecuacién de frontera
nos puede llevar a resolver un problema de contorno distinto, con una relaciéon no del

todo obvia con nuestro objetivo.
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Con los métodos indirectos los problemas suelen proceder de la no existencia de
solucion, ya que no toda solucion de un problema de contorno es expresable como el
potencial que queramos. Esto requiere retocar la ecuacion anadiendo algin elemento,
como las constantes incluidas en la formulacién dada en el capitulo segundo. A la
hora de escoger solucién, cualquiera nos servira si el problema es interior, mientras que
podemos utilizar alguna condicién sobre la incognita para fijar el comportamiento en
infinito y determinar una solucién concreta de un problema exterior.

Merece la pena, para terminar, comentar qué ocurre con la distribucién de equilibrio

¢. Si la empleamos para definir un potencial de capa simple

1
u = Sr¢ = —%/Flog |- — x|¢(x)dy(x) : R* — R,

observando que

1 1
Wk =6 ul) =g loelyl + O () Iyl o

se tiene que
u|int1" = £

(luego el ‘conductor’ cuya frontera ocupa I estd en equilibrio), mientras que el exterior

esta ‘cargado’, incluso cuando & = 0.

Mas informacién

Los operadores de frontera del laplaciano y la proyeccién de Calderén (aunque a veces tratada
de forma implicita sin mencién expresa) aparecen en [1, 5, 7, 8, 17, 20, 35] en distintos con-
textos, hilbertianos o no. Un estudio exhaustivo de los problemas de contorno del laplaciano
en distintas formulaciones integrales puede encontrarse en [3, 5, 7, 8, 16, 23, 25]. El trata-
miento en espacios de Sobolev periddicos del operador hipersingular se encuentra en [26, 57].
Para referencias sobre el método de Galerkin, léanse las indicaciones dadas en el capitulo que
precede. El método totalmente discreto para el problema del ejemplo sgeneraliza ideas del
método de Galerkin—colocacién. La parte referida al operador hipersingular estd tratada en
[37], pero el andlisis global del método es inédito.

Avisamos al lector de que entre las distintas referencias hay un insistente cambio de signos
en los operadores de frontera y en la solucién fundamental. Ninguna eleccién de signos es mas
consistente que las demas. Unas convienen maés a las formulaciones directas y otras simplifican
las relaciones de salto. Unas acentdan un cierto cardcter de conmutador de las férmulas de
representacion y otras prefieren conservar la elipticidad, en lugar de una elipticidad cambiada
de signo.



Capitulo 4

Ecuacion de Helmholtz y métodos
de colocacion

4.1 Soluciéon fundamental y operadores

Una muy leve modificacién de la ecuacion de Laplace conduce a la ecuacién de Helm-

holtz
Au+ k*u =0 (4.1)

donde 0 # k € C es tal que Imk > 0. Por ejemplo, la amplitud de una onda armoénica

en tiempo

u(w)ezwt

satisface (4.1) con k dependiente de la frecuencia w, de los coeficientes de velocidad de
ondas en el medio y del amortiguamiento si lo hubiera.
Este operador tiene una bien conocida soluciéon fundamental

]

110 (Kl — 1),

(I)(wv y) =

que satisface la ecuacion
en sentido de distribuciones. La funcién Hél) es la funcién de Hankel de primer tipo y

orden cero

HV(2) == Jo(2) + 1Yo(2)

95
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donde Jy es la funcién de Bessel de orden cero e Yy es la correspondiente funcion de

Neumann. Es facil deducir que
(x,y) = Az, y)log |z — y| + B(x, y) (4.2)

siendo A y B analiticas. De hecho

1

Az, y) = o

Jo(klz —yl)

y, por tanto, A(x,x) = % A partir de alli se pueden definir los mismos elementos que

en la ecuacién de Laplace:

e ¢l potencial actstico de capa simple
Setni= = [ B, @)(@)ii(e)  RAT — C.
e el potencial de capa doble
Dtz = [ nia®(- @)ia(@)dr(@) : R\T — C.
e los cuatro operadores de frontera
VA = —/F(I)( S x)Nx)dy(x): ' — C,
Ki\ = /F@n@( S x)\x)dy(x) : T — C,

Krp = /an(x)cp( x)p(x)dy(x) : ' — C,
r

Wre := 0n / On@)®(-, x)p(x)dy(x) : I — C.
r

Se recuperan idénticos tipos de expresiones para la representacién de los potenciales y
las ecuaciones integrales que en la ecuacion de Laplace. Por ejemplo, las soluciones de

la ecuacién en el interior de la curva

Au + k*u =0, en intI’
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cumplen la férmula de representacion en funcién de sus datos de Cauchy
u = SrOpu + Drulr.
Los correspondientes limites en la frontera proporcionan las identidades
sulr = Vidpulr + Krulr,

%8nU|F = WFU|F — Kfif)nu|p

Las férmulas correspondientes para el exterior, siempre que se satisfagan determinadas
restricciones de comportamiento en infinito, se obtienen cambiando el signo por cada
aparicion de una derivada normal.

Por 1ltimo, se tienen las relaciones de salto en la frontera de los potenciales
(Srhr)™ = (Sr)™ = Vi,

OnSripy — 0 Srihy = Uy,
OpSribr + 05, Srihy = —2K1y,

etc.
Obviamente no hay ningin problema para obtener familias de métodos directos e
indirectos para todo tipo de problemas de contorno asociados a la ecuacién de Helm-

holtz. No obstante merece la pena observar algunas diferencias con el caso Laplace:

e El nicleo del operador de capa simple sigue teniendo una singularidad logarit-
mica ya que en (4.2), A(x,x) # 0 V& € I'. Sin embargo su forma es bastante
mas complicada, lo cual se traduce en que su versién parametrizada ya no es
una simple perturbacion del operador de Bessel mediante un operador integral

de nucleo indefinidamente diferenciable.
e Los nucleos de K y K7

son continuos en I' x I' — C (si I' no tiene esquinas) pero, a diferencia del lapla-

ciano, sus derivadas tangenciales segundas tienen singularidades logaritmicas.
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e La ecuaciéon de Helmholtz carece de los problemas de falta de invertibilidad tipicas
del laplaciano siempre que k no sea un valor propio de —A para el correspondiente
problema de contorno interior. La unicidad de solucién exterior suele obtenerse

mediante la condicién de radiacion de Sommerfeld

ou
lim 7'/2 (— — zku) =0
r—00 or
(con limite uniforme en todas las direcciones). Esta condicién tiene una interpre-

tacién en cuanto a que I' represente la frontera de un obstaculo (cilindrico) que

actiia de emisor de la onda o de dispersor (scatterer) de una onda existente.

Veremos el comportamiento de este tipo de problemas con un ejemplo. La mayor

complejidad del mismo nos inducira a utilizar métodos mas simples que los de Galerkin.

4.2 Un potencial de capa simple y un método de
colocacién

Vamos a plantear la resolucién del problema de Dirichlet exterior

Au+ k*u =0, en extI,

U’r = Uop,

lim /2 (% — zk:u) =0,
r—00 T

siendo ' una curva parametrizable regular. Para ello proponemos una solucién obtenida

como un potencial de capa simple
u=38pq:extI' — C, (4.3)

donde ¢ : I' — C es una distribucion de carga acustica por determinar. Automaética-
mente, gracias al comportamiento de @, la condicién de radiacién de Sommerfeld es
satisfecha (bdsicamente ocurre que planteamos una solucién en la que I' actiia como
emisor). Por la continuidad del potencial de capa simple, la ecuacién integral de primer
tipo

Viq = g (4.4)
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equivale a que (4.3) cumpla la condicién de contorno tipo Dirichlet.
Si  : R — R? es una parametrizacién de I' en las condiciones habituales y escri-

bimos
V(s 1) i= —0(a(s),@(t) = 1 H (Klz(s) - z(t)]). (45)
Vo= [ V(e
f(s) = uo(x(s)),
9(s) = q(x(s))|2' (),
la férmula del potencial se reduce a insertar la solucién de la ecuacién integral periddica
Vg=1f
en la expresion
— /1 O(-,x(t))g(t)dt : extI' — C.
Acudiendo a la descompc())sicién (4.2) se tiene que
V(s,t) = A(s,t)log |z(s) — x(t)| + B(s,t)
siendo A, B funciones C* periddicas, con
AGs,1) = —o-Do(kla(s) — 2 (), Alt.1) =

Notemos el cambio de signo efectuado en A y B respecto de (4.2), puesto que el nicleo
del operador integral involucra a —® y no a .

Vueltos al marco Sobolev, podemos plantear la descomposicion
V=2LA+1s

siendo A el operador de Bessel y V, : H™ — H"*3 un operador integral més regularizante
que V. La invertibilidad de V' se reduce a su inyectividad y en tal caso los métodos
de Galerkin vistos en capitulos precedentes son estables y convergentes. La falta de
inyectividad de V aparece cuando k? es un valor propio del laplaciano en el interior de
la curva:

—Au = k*>u, en intI,

u’[‘ =0.
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Volvemos a plantear un mallado
O:SQ<31<"'<SN:1,
denotando h = maxh; y

Sh:{uh:(O,l)HC\uh

(8i—1,8:) € ]P)O}a

el espacio de las funciones constantes a trozos. Acudiendo a las propiedades de V
se demuestra que para todo u, € Sp,, Vu, es una funciéon uniformemente continua y
peridédica. Tomamos

Si_1+8;

L= LT 1N,
zZ 9 1

Un método de colocacion para la ecuacién Vg = f consiste en el esquema discreto

gn € Sh7
(4.6)
Vagn(z:) = f(z), i=1,...,N.
Su mayor simplicidad no es sélo conceptual (no hay una formulacién integrada, dual
o variacional como en el Galerkin) sino que se reflejard en el sistema de ecuaciones

obtenido y en la reducciéon del coste computacional.

Si x; es la funcion caracteristica de (s;_1,$;), el esquema (4.6) se reduce a la reso-

/Sj
g

j—1

lucién del sistema

3l

Algunas consideraciones antes de hablar del error del método:

e Frente al método de Galerkin correspondiente, la matriz del método de colocacion

exige integrales simples

8j
s’ = / V (2, t)dt,

Sj—1

S; Sj
af = / / V (s, t)dsdt.
Si—1 Y Sj-1

Uno de los precios que se paga por la simplicidad es la pérdida de simetria. Esta

simetria esta en el operador ya que

/01 Vg(s)h(s)ds = /01 Vh(s)g(s)ds
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(o bien V(s,t) = V(t,s)) y se pierde al no emplearse el segundo proceso de

integracién tipico de un método de Galerkin.

e El dato f tiene que ser evaluable con unas ciertas garantias. Si f € H® con
s > 1/2, por la serie de Fourier de f se ve que es uniformemente continua. Para

el método de Galerkin no hace falta esa propiedad

Sorprendentemente, el andlisis del error del método de colocacién es mucho mas
complejo que el del método de Galerkin y en bastantes casos esta abierto. El problema
radica en la demostracién de la estabilidad del mismo, propiedad que esta garantizada
en los métodos de Galerkin. Se han empleado varios procedimientos para afrontar el
estudio de la estabilidad y la convergencia del método. Aparte un enfoque matricial,
que cubre sélo parcialmente este método (para esta ecuacién), una posibilidad fue
planteada mediante la conversién de (4.6) en un método de Galerkin para un producto
escalar no estandar, aplicando el llamado Lema de Arnold-Wendland. No obstante, este
procedimiento no es vélido con funciones constantes a trozos. La linea mas extendida
de andlisis ha sido el empleo sistematico de analisis de Fourier. Este procedimiento
ha dado muy provechosos frutos, pero plantea dos inconvenientes: requiere que los
mallados sean uniformes (s; — s;_1 = h) para poder emplear determinadas recurrencias
de los coeficientes de Fourier de los elementos de S),; ademas, nada hace pensar que
sea extensible al caso tridimensional (salvo en el caso particular de un toro).

Nos limitaremos por tanto a exponer algunas de las propiedades conocidas. Todas

ellas se refieren a mallados uniformes:

e Estabilidad H® = L?(0,1)

lgrllo < Cligllo

y convergencia en esta misma norma.
e Ordenes de convergencia

lgn = glls < CR"lglls (4.7)

con —1<s<t<l1l s<1/2y—-1/2<t.
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e Superconvergencia en norma débil

lgn — gll—2 < CR?||g]|2. (4.8)

Noétese que, a diferencia de los métodos Galerkin, en (4.8) se pierde el cardcter

h'=* de las cotas (4.7);

e Con g suficientemente regular, se tiene superconvergencia nodal

max|g(z) — ga(=0)| = O(h?).

4.3 Discretizacion completa

En el caso uniforme (s;—s;_1 = h) se puede plantear una aproximacién de las integrales

Sj Zj+h/2

- i—h/2

basada en las ideas del método de Galerkin—colocacion. Para ello elegimos una funcion
C € C>(D)
D:={(s,t) eR*||s —t| < 1}

tal que C(s +1,t +1) =C(s,t) y

C(s,s) = 5A(s, s)

1
2
y descomponemos

V(s,t) = C(s,t)log(s — t)* + F(s,t).

Obviamente F' € C(D).
Seguidamente realizamos una distribuciéon de indices similar a la del método de

Galerkin. Consideramos

Zj+h/2
a’ :/ F(z;,t)dt, (4.9)
zj—h/2
zj+h/2
GJZ(JQ') = / C (2, 1) log(z — t)dt, (4.10)
z;—h/2

con indices
i=1,...,N, j=i—-%,. i+ 4 (4.11)
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Planteamos aproximaciones de (4.9) y (4.10),

(1)

para los indices (4.11). Una vez hecho esto, se repartirdn las aproximaciones en la
posicién correcta de la matriz (médulo N). En el caso de que N sea par, se promediaran

las dos posibilidades extremas o ;+n/2-

i. Recordemos la férmula de integracién no estandar

Lp = S p(—1) + Lp(0) + & <1>~/1/2 (w)d
P=o4F P T o P

Entonces aproximamos
1

ajj :h/ F(zi, 2 + hu)du = hLF (25, 25 + h-) = ay”.

ij

D=

ii. Por otra parte, para cada par (¢,7) calculamos II, ; € P, tal que
Hij(zk)zc(ziazk)a k:]_17j7j+1
y aproximamos
9 zjt1+5 9
a!? ~ / I1;;(zi, t) log(z; — t)*dt =: al?. (4.12)

7
_h J
2‘771 )

Este valor se puede calcular exactamente. Mostraremos este proceso sistematicamente

mas adelante.

Error. Si (w;) es la matriz aproximada, se plantea el sistema
N
Zawg;:f(zz) Z:L,N
j=1

y la funcién
N
gh=> g
j=1

como aproximacion de gp, la solucién por colocacién. Entonces se pueden demostrar

los siguientes hechos.
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e El sistema tiene solucién unica para para h suficientemente pequeno. La idea es
estudiar una norma de la diferencia de las dos matrices y utilizar cotas sobre la
norma de la inversa de la matriz exacta para trasladarlas a la nueva matriz. Otra
opcidén, esencialmente equivalente a ésta, es escribir la estabilidad del método de
colocacién en forma de una condicién inf-sup (utilizando un espacio de deltas
de Dirac como espacio test) y analizando el error de aproximacion de las formas

bilineales resultantes de este enfoque.

e Se demuestra a la vez que el método es estable en H°
lgnllo < Cllgllo-

e Para g suficientemente regular, se tiene un 6ptimo de aproximacién entre la so-

lucion del método de colocacion y su version con integracion numeérica
lgn = ghlloe < OB
gh Ihlleo >

que permite preservar las cotas de convergencia de la colocacion.

Implementacién. La parte clave es el calculo de (4.12). Para ello basta notar que

t— z; t— z; 2
Hij(t):p0+/01( hj)‘i‘pz( hj)

podemos escribir

(po, p1, p2 € R dependen de i, j) y que
11 1 Po C(zi, zj+1)
1 0 0 P1 = C(Zi, Zj) . (413)
1 =11 P2 C(z, qu)

Con esto se llega a

1/2
o? — / I, (2 + ) log(h(j — i + u))*du =

ij

1/2
= hlpo(log h* +v;-i0) + pryj—in + pa(510g B> + 7 i2)] (4.14)
siendo
1/2
Ve = / t"log(k 4 t)*dt = (—1)"v_km, n=20,1,2, k>0 (4.15)
“1/2
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magnitudes independientes de la situacién geométrica y, por tanto, calculables a priori.

Mas atn, de (4.13) y (4.14) se deduce que, si se emplean las magnitudes

1
Nko = 5(%,1 + Vk2),

N1 = Ve,0 — Vk,2,

1
M2 = —5(%,1 - ’Vk,z);
se tiene
o C(zi, 2j11)
a; =h [% logh (1,2,1) 4 (nj—s0, 77j%,1777j7i,2>] Cl(zi,25) | . (4.16)
O(Zi,Zj_l)
Volvemos a escribir
11 1
c — g =cC_1=—.
0= 197 1 1= 5
fori=1: N
bi = f(2)
fori=1: N
for j=i—N/2—1:i4+N/2+1
Fyj = F(2, 2))

Cij = C(2, 25)
for j=i—N/2—1:i+N/2+1
a;; = h(coF;; + a1 Fij +c1Fp j_1)+(4.16)
if N par
fori=1: N
QN2 = (Qiirny2 + Qiiony2)/2
for:=1,N
for j =1 :max(l,i — N/2)—1
Qij = Qi j+N
for j = max(1,7 — N/2) : min(N,i + N/2)
Qi = Qyj
for j = min(N,i+ N/2)+1: N
Qij = Q4 j—N
resolver Ag =b
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El célculo del potencial se realiza entonces por un procedimiento similar al empleado en
el Capitulo 2. El algoritmo deja la posibilidad de escoger la funciéon C' en las condiciones

indicadas. La opcién més simple consiste en tomar

1
C(S, t) = —E,
lo cual ademas simplifica el célculo de
@__h 2
;= i (logh + ’yj_w) )

No obstante, cuando k o el tamano del objeto son grandes, esto implica realizar una
particion de una funcion que tiende a cero como diferencia de dos que no lo hacen. Esto
sugiere el uso de otro tipo de eleccién de la funcién C' que permita una compensacion
de estos términos, como por ejemplo

-1
O = ok (s) — @)

4.4 Potencial mixto

A la hora de presentar la solucién del problema interior—exterior

Au+k*u =0, en R*\T,

U|r = Uy,

(més condicién de Sommerfeld) con un potencial de capa simple
Sep == [ 8- @)e(@)dr(a),
se plantea (seccién 2) una ecuacién de primer tipo
Vi = ug.

El operador es invertible cuando es inyectivo, pero la inyectividad no esta garantizada.

Veamos cémo intentar probarla. Sea 1 tal que
Ve =0

y sea

w = Sr.
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Entonces
Aw+ K*w =0, en R*\ T,
UJ|1’* = 0,
0
lim /2 (_w - ik‘w) =0.
r—00 a’]"

La unicidad de solucién del problema exterior implica que w = 0 en el exterior de I
Por otra parte, si k% no es un valor propio del problema interior de Dirichlet para —A,

entonces
Aw + k*w =0, en int I,

(4.17)
w|F = 07

tiene solucién tnica w = 0 y por tanto Vi es inyectivo ya que las relaciones de salto
conducen a ¢ = dw — dhw = 0.

En caso contrario, esto es, si k% es un valor propio del problema de Dirichlet para
—A, Vi no es inyectivo. Para verlo, se toma una solucién no trivial de (4.17), luego
Opw # 0. La condicién de salto (¢ = 0,,w) y la continuidad del potencial de capa
simple conducen a

Para compensar esta falta de inyectividad se pueden plantear distintas técnicas.

Nétese que (4.17) tiene soluciones no triviales inicamente para una sucesién
O<ki<ki<..<kl<..., k2 — oo,

siempre en cantidad finito-dimensional. Sin embargo, no es facil conocer con precision
cuando se tienen valores propios, por lo que resulta conveniente plantear una repre-
sentaciéon de la solucién que conduzca a una ecuacién integral de frontera con solucién
Unica.

Asi planteamos un potencial mixto
u = (Sr —mDr)p (4.18)

donde 1 > 0. Si nos centramos en el problema exterior, la ecuacién integral obtenida
es

%fmgo + (=Kt + V) = uo.
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Sean entonces

Ty - /OT(-,t)g(t)dt,

con

T(s,t) =2 {%Cb(m(s), (1)) — Onny®(x(s), 2(t)) | |2/ (t)).

La situacion es ahora ligeramente distinta a las obtenidas con la ecuacion de Laplace.
La ecuacion integral

g+Tg=Ff

es de segundo tipo, pero T es un operador integral cuyo nicleo tiene una singularidad
logaritmica.
Tomando el espacio de las funciones constantes a trozos S, como siempre y las

ecuaciones del método de colocacion,

gn € Sh7

gh(zi>+Tgh<Zi) :f<zi>7 1= 17"'7N7
(z; son, como siempre, los puntos medios de los intervalos) se tienen los siguientes

resultados.

e Existencia y unicidad de solucion para h suficientemente pequeno.

e Convergencia

lg — gnlls < CR*|\gll:,

con

1

Notese que no hay posibilidad de dar una nociéon de estabilidad puesto que g €

H* con s <1/2y g€ H' con t > 1/2 para ser uniformemente continua.
e Superconvergencia en norma débil

lg = gnll-1 < CR*||u2.
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e Superconvergencia nodal
max |9(zi) — gn(z:)| = O(h?).
La discretizacién completa requiere el calculo de las integrales

/sj
g

j—1

Zj+h/2

(e )t = / Tz ),
zj—h/2

que puede ser realizada con técnicas similares a las de la seccion precedente. Como el
método es de menor orden (debido al operador, no al espacio discreto), no es necesario

utilizar métodos tan precisos. Descomponemos
T<S7 t) = AO(Sv t) log |CE(S) - Q?(t)| + BO(S7 t)a

donde utilizaremos que

Ag(s,s) = 7:—7;|:1:'(s)|

Extraemos seguidamente la singularidad
T(s,t) = C(s,t)log(s —t)* + F(s, 1),

siendo C' € C*®(D) (D ={(s,t) e R?| |s—t| < 1}) tal que C'(s + 1,t + 1) = C(s,t) y
C(s,s) = A(s, s)/2. Emplearemos una férmula del punto medio para la parte continua
Zj+h/2
/ F(Zi, t)dt ~ hF(Zi, Zj)
zj—h/2
y una interpolacion simple para la singular

/ C(z,t)log(z — t)2dt ~ C(z, z])/ log(z; — t)%dt =

j_h/2 j—h/2

= hC(z,z) (logh® +vj_i0) ,

con i dadas por (4.15). Como antes, esta tarea se realiza para |j —i| < N/2 y se

reorganizan los calculos sobre la matriz del sistema.
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fori=1: N
bi = f(z)
fori=1: N

for j=i— N/2:i+ N/2
Fij = F(z, %)
Cij = C(zi, %))
for j=i—N/2:i+ N/2
aij = h(F; + Cyj(log B2 +7;-40))
if N par
fori=1: N
Qiirn/2 = (Qiirn2 + Qigony2) /2
fori=1N
for j =1:max(l,i— N/2)—1
Qjj = Q4 j+N
for j = max(1,i — N/2) : min(NV,i + N/2)
ij = Qi
for j = min(N,i+ N/2)+1: N
Qij = Q4 j—N
resolver Ag =b

El método preserva las propiedades de convergencia. Por tultimo, la aproximacion
del potencial mixto (4.18) se realiza con la férmula del punto medio para cada integral.

De nuevo, volvemos a obtener potenciales actsticos puntuales.

Mas informacién

Las aplicaciones de los métodos de contorno a problemas de scattering acistico son abun-
dantes y su tratamiento en la literatura exhaustivo. Como referencia de propiedades de las
funciones de Hankel, consultese [29]. Para formulaciones integrales de problemas de contorno
de la ecuacién de Helmholtz, véanse [3, 5, 6, 15, 14, 17]. El potencial mixto puede encontrar-
se, por ejemplo, en [6]. El progresivo andlisis de convergencia de los métodos de colocacién
aparece en diversos articulos, habitualmente en un lenguaje operacional bastante abstracto
[30, 31, 45, 47, 48, 51, 52]. Véanse también [19, 22]|. Parte de este andlisis esta recopilado en
[5, 23, 27]. Las propiedades de superconvergencia puntual fueron probadas en [33]. Aunque
la integracién numérica ha sido tratada y analizada de formas diversas [43, 46], el enfoque
dado aqui procede de los llamados métodos de colocacién completa [32].



Capitulo 5

Nuevos problemas

5.1 Arcos abiertos

La presencia de esquinas en las curvas—frontera o de fracturas en los dominios provoca
la aparicion de singularidades en las soluciones de las ecuaciones integrales. Nétese que
desde el punto de vista de los operadores integrales toda esquina es entrante, ya que lo
es a uno de los dos lados y los operadores son los mismos para los problemas interiores
y exteriores. Volveremos ligeramente a esta cuestién mas adelante.

Las singularidades por la presencia de fracturas son las mas marcadas pero resultan
mas faciles de determinar si la fractura es regular. Asi, sea ahora I' un arco abierto
simple parametrizable por

x:[-1,1] — T,
con x regular tal que
|z’ (s)] # 0, x(s) 7 w(t) sis#t.

Nos planteamos el problema

Au + k*u =0, en RZ\ T,
u|l_‘ = Uy,

lim r'/? <@ — zku) =0,
r—00 or

que modeliza la dispersion de ondas ante una pantalla cuya seccién transversal es I

71
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Proponemos como solucién un potencial de capa simple

2
Sryp = Z/Hél)(k\ - —z))p(z)dy(z) : R*\T — C,
r

lo que exige resolver la ecuacién

Vip =1 [ HPH- =~ ae(@)ir(@) = (5.1)

La opcion directa seria emplear & y obtener una versiéon parametrizada

: / HE" () = @ (1) )go(t)dt = uo(a(-),

con go(t) := p(x(t))|x'(t)|. De lo que haremos seguidamente se deduce que aunque
ug € C*(I'), go tiene singularidades en los extremos, lo cual provoca que los métodos
tradicionales den muy pobres resultados de convergencia.

En lugar de  empleamos una parametrizacién singular de I', a : R — I, dada por
a(t) := x(cos 27t). (5.2)

Para todo intervalo de longitud unidad, a recorre dos veces la curva, una vez en cada
sentido. Al llegar a los extremos (corresponden a los valores del pardmetro t € Z y
te1/2+1Z), como

a'(t) = —2msen(2mt) ' (cos 27t ),

la parametrizacion deviene singular. Asi, tomamos

g(s) :==2mp(a(s))|x' (cos2ms)| | sen 27s|, (5.3)
f(s) == uo(a(s)),

con lo que (5.1) se convierte en

. (12 .
: / " (ka(-) - a(t))g(t)dt = f. (5.4)

La ecuacién (5.4) corresponde a un tnico recorrido de la curva. Puesto que f es una
funcién par (al igual que a y g), (5.4) equivale a
1/2

Vg(s) =5 » HY(kla(s) — a(t)|)g(t)dt = f(s), Vs €R. (5.5)
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Como Hél)(a:) = a(x)logz + b(x), el nicleo de (5.5) tiene una doble singularidad
logaritmica, ya que

a(s) = a(t), sttel.

No obstante, empleando la descomposicién

log |a(s) — a(t)? = (co‘sa2(72 : ZE?;WP + log 4 + log (sen®(m(s — t))) +
+log (sen*(m(s +t))) (5.6)

y exigiendo que g sea una funcién par, se puede reescribir V' en la forma
Vo= [ AC 1108 (sen*tn(- 1) g+ [ BC g0y
0 0
con A, B funciones pares 1-peridédicas y C*> en ambas variables y
A(s,s) # 0, Vs.
Todo esto nos lleva a las siguientes conclusiones:
e Resolver (5.4) 6 (5.5) equivale a resolver ecuaciones de la forma
/01 A(-,t)log (sen®(m(- —t))) g(t)dt + /01 B(-,t)g(t)dt = f (5.7)
con A, By f pares en cada variable, buscando soluciones pares de (5.7).

e Como (5.7) es una ecuacién de las estudiadas anteriormente, en caso de que tenga

solucidn, si f es regular, g también lo serd. Asi, volviendo a (5.3)

1 1 g(s)
21s)) = 5=
go(w(cos 7r5)) ot |:1:’(cos 27rs)\ | sen 27rs|

se deduce que ¢ tiene singularidades en los dos extremos (correspondientes a
los ceros de sen(27s) en 0y 1/2). Mds aun, deshaciendo el cambio de variable
t = cos 2ms, cerca de un extremo x del arco abierto se observa la singularidad

1

e La formulacién (5.5) tiene la ventaja de que la incégnita absorbe la singularidad
de la parametrizacién compenséandola con la de . Asi es més simple de aproximar

numéricamente.
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La teoria de estas nuevas ecuaciones es basicamente la misma que la de las ecua-

ciones de capitulos precedentes. Construimos los espacios
H :={ue H" | u(k) =u(-k)}.

Cuando r > 0 se tiene el subespacio de H" formado por las funciones pares
H! ={ue H | u(—t) = u(t)}.

Tomamos entonces un mallado s; = ih, con h = 1/N y N par, sobre el que definimos

las funciones pares constantes a trozos
Sh,e = {uh €Sy | Up, par},
espacio con dimensién N/2. Una base de S, . es

Xi T X—it1 = Xi T XN—i+1-
Se puede plantear el método de colocacién
gn € She,

Vagn(z) = f(z), i=1,...,N/2,

z;i = (8; + si—1)/2) y se obtienen las mismas cotas que en la seccién 4.2.
y

Apunte. El paso de arcos abiertos regulares a problemas pares via la parametrizacion no
regular (5.2) estda muy relacionado con cuestiones de transformacion conforme del exterior de
un segmento a una circunferencia. Notese que en (5.6) se ha extraido la singularidad

log(cos 2ms — cos 2mt)?

correspondiente a (5.2) para un segmento. Con transformaciones de este tipo se pueden re-
conducir los operadores Vr, Kr, Wr (del laplaciano o de la ecuacién de Helmholtz) a versiones
regularizadas pares.

5.2 Dominios miultiples

El problema exterior a un conjunto de dominios no plantea especiales dificultades a
la hora de ser tratado con elementos de contorno. Supongamos que I'y, ...,y es un

conjunto de curvas regulares sin puntos de contacto. Denotaremos I' := U;I';.



Dominios multiples 75

La solucion del problema

Au + k*u =0, en RZ\ T,
u|rj = Uy,

lim r'/2 <? — zku) =0,
r—00 r

se puede plantear como una suma de potenciales de capa simple

u= —Z/F (-, z)p;(x)dy(z) : R* — C.

Si hacemos cada una de las restricciones a las fronteras I'; obtenemos operadores
W= [ o alp@)ire) T — C.
Ly
Los operadores V;¥ tienen singularidad logaritmica, pero los operadores Vlfj , 1 # j, son
simplemente operadores integrales con ntcleo C*°, correspondientes a la observacién en

I'; de la onda emitida desde I';. Asi el sistema

11 12 1M

Vr Vr R VFM 01 Uy
21 22 2
M1 M2 MM

es basicamente un sistema de ecuaciones integrales cuya parte principal (la diagonal)

tiene nicleo logaritmico. En su version parametrizada

1
Vigy = | B (k) = 5 0yt
(con g; == p; |x}|) se obtiene un operador matricial
V. H — H™!
siendo H" := H" x ---x H". El operador V es Fredholm de indice cero, con parte prin-
cipal eliptica. Asi, si es inyectivo se pueden plantear métodos de Galerkin o colocacion
estables y convergentes. Las propiedades del caso vectorial no difieren de las del caso
escalar.
Las estrategias de tratamiento de arcos abiertos explicadas en la seccion precedente
son igualmente aplicables. En tal caso, el dato correspondiente a la ecuacién sobre

el arco es una funcion par y se debe exigir que la solucién correspondiente a ese arco

también lo sea.
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5.3 Problemas mal puestos

Una idea de formulacion en la frontera de la solucién del problema

Au+ k*u =0, en ext I,

ulr = u,

lim r'/? <? — zk;u> =0,
7—00 T

consiste en lo siguiente. Tomemos I'y una curva regular contenida estrictamente en el

interior de I'. Planteamos alli un potencial de capa simple
Sryp = —/ ®(-,x)p(x)dy(z) : R* — C.
o

Como la ecuacién de Helmholtz se cumple en el exterior de I'y, obviamente se satisfacen
ecuacién y condicién de Sommerfeld (todos los potenciales acisticos la cumplen). Falta

exigir la condicién de contorno
- [ e ye@iie) = uly), vyer. (5.9
o

Para observar el comportamiento de (5.8), tomemos una versién parametrizada de la
ecuacion. Sean xy y @ parametrizaciones respectivas de 'y y I' en las condiciones

acostumbradas. Definimos
(1) = plaa(D) ()]
K(s,1) = L H (Ba(s) — (1)),
£(t) = wola(r)).

La ecuacion (5.8) se transforma en

Kg— /0 K (-, )g(t)dt = f, (5.9)

ecuacion integral de primer tipo. Ahora bien, K es una funcién C*> y por tanto Kg €
C*, luego para que exista solucién es imprescindible que f € C*. Aun demostrando
la unicidad de solucién de (5.9) y suponiendo que exista, el problema Kg = f es un

tipico ejemplo de problema mal puesto. La resolucién naif de (5.9) con métodos de
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contorno conduce a soluciones extremadamente inestables. Lo habitual es regularizar

el operador y sacrificar parte de la convergencia en pro de la estabilidad. Si denotamos

K*g ::/0 K(t, -)g(t)dt

la regularizacion de Tikhonov de (5.9) es la ecuacién de segundo tipo
age + K"Kg, = K* f. (5.10)

El pardametro v > 0 se escoge de forma iterativa con algin criterio, por ejemplo con

una minimizacién de la norma de g, dentro de unos margenes de discrepancia:
minimizar ||g.|| sujeto a ||[Kg, — f|| < 0.

Las ecuaciones (5.10) son muy simples de discretizar, ya que encajan en el marco del
Capitulo 1. Veamos simplemente algunos detalles.

Si empleamos métodos de Galerkin, estamos basicamente resolviendo

a(gn,mh)o + (Kgn, Kra)o = (f, Krp)o. (5.11)

Las ecuaciones (5.11) con a = 0 constituyen el método de minimos cuadrados para la
ecuacion Kg = f, esto es, un Petrov-Galerkin con Sj como trial y K.S;, como test. En
la matriz de (5.11) hay que aproximar integrales triples. En el caso de constantes a

trozos, son

///Ksth K (s, u)yi(u dsdtdu—/ / UKst su)ds}dtdu

(5.12)

Para el término independiente de (5.11) se requiere aproximar integrales dobles

//f K Dlt )dsdt:/:l {/OlK(s,t)f(s)ds} dt.

Tomando un mallado uniforme y dividiendo cada ecuacién por h llegamos al sistema

N
ag; + Z
j=1

N

h? ZK(zk,zi)K(zk,zj)] g; = hZK(zk,zi)f(zk).

k=1

Apunte. Denotando

K := (K(Zi,Zj)) , f:= (f(zz)) ) g = (gl) )
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el sistema queda escrito en forma matricial
(oI + h?K*K)g = hK*f.
Por tanto, se trata de la regularizacion de Tikhonov de las ecuaciones discretas
hKg =f,

correspondientes a su vez a la discretizacion naif de Kg = f por un método de Galerkin (més
formula de cuadratura). Debido a la simplicidad de la cuadratura empleada, las ecuaciones
que se obtendrian del método de colocacion y cuadratura del punto medio son las mismas.

5.4 No homogeneidades

Con representaciones de la forma
u= [ ®a pl@)ir(e) + X bla ), (5.13)
J

siendo {z;} un conjunto finito de puntos en R*\T', se dan soluciones del problema con

fuentes puntuales

Au+ ku = Z ¢j0z, en R*\ T,
J

con condiciones de Sommerfeld en infinito. El problema de Dirichlet
ulr = ug
se reduce bajo (5.13) a resolver la ecuacién integral
Vi = ug — Zcﬂ)(a}j, 2) =:ug + uq,
J

con uy regular en I'.

M4s en general, si f € L'(R?) tiene soporte compacto
wim— [ Jp@br@+ [ o @b
r sop f
es una solucién de

Au+ Ku = f en R*\ T
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con condiciones de Sommerfeld en el infinito. No obstante al pasar a ecuaciones inte-

grales, se requiere evaluar

ur(y) = /Sopf®(w,y)f(w)dv(w) (5.14)

en puntos y € I'. Si el soporte de f es grande, la ventaja de reducciéon dimensional de
los métodos de contorno se pierde por completo, incluso aunque sop f NT" = (), caso en
el que las integrales carecen de singularidad. Para estas situaciones es mas conveniente
utilizar acoplamientos de elementos finitos y de contorno.

Por 1ltimo, las férmulas de representacién empleadas en los métodos directos se

mantienen con el anadido de términos (5.14).

5.5 Problemas de contorno mixtos

Para culminar este breve repaso a otros tipos de problemas, consideremos un problema
de contorno mixto

Au + k*u =0, en int I,

U|FD = Uo, anU’FN = Uz,
siendo [I'p, I'y] una particién no trivial sin solapamiento de I" en dos curvas (o sistemas
de curvas, si admitimos que no sea conexa). Nos fijamos en la siguiente identidad que

relaciona los datos de Cauchy
%Uh“ = VranUh‘ + KFU|F. (515)

Definimos los operadores integrales:

Voph = - /FD<I><-,w>A<w>dw<w> Tp—C,
Voxh = — /FD‘”"""W"")CZ’Y(""" Ty—C,
Vaph = — /FN®<-,m>A<w>dv<w> Tp—C,
Vowd = - /FNcb(-,w)A(w)dv(w) Ty—C

Es obvio que

(V/\)|1"D = VppA + VND)H (V)\>|FN = VpnA+ VanA.
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Definimos de la misma forma Kpp, Kpny, Knp v Kyy. Tomamos como incognitas
@ = u|py, A = Opulr,

y de (5.15) deducimos el sistema de ecuaciones integrales

Vbp Knp }[)\}__{VND KDD_%I:||:U1:|
Von Knn — %[ | VN Kpn ug |
La discretizacion de estas ecuaciones es factible por todo tipo de técnicas, pero el
analisis matematico de las mismas y el numérico de sus versiones discretas es un asunto
mucho mas complejo. La razén es que todos los operadores se convierten en operadores
sobre arcos abiertos. Desde ese punto de vista Vpp, Kpp, Viny v Kyy no ofrecen
mucha novedad, pero los cuatro restantes tiene singularidad en sus ntcleos tinicamente
en los extremos. Més atn, cualquier par de datos (ug,u;) no da soluciones regulares,
sino que la regularidad de la solucion del problema de contorno requiere una cierta
compatibilidad. Asi se puede pensar mejor en estos problemas como ecuaciones en

dominios con esquinas, ya que heredan gran parte de su problemética.

Mas informacién

El cambio de variable del coseno procede de un contexto distinto de ecuaciones integrales
singulares [44]. Su aplicacién a ecuaciones logaritmicas, incluyendo la teorfa correspondiente
de espacios de Sobolev pares, aparece en [23, 56, 57]. Sobre adaptaciones de los métodos
numéricos al problema, véanse también [33, 50]. Los problemas en dominios muiltiples
no presentan ninguna complejidad adicional, ya que el andlisis de métodos se realiza si-
multdneamente para ecuaciones y sistemas. Para ejemplos de sistemas de tipo logaritmico,
ver [28, 30, 48, 39, 49]. Las aplicaciones de métodos integrales a problemas mal puestos e
inversos estén tratadas en [6, 14|, donde también se introducen las ideas bésicas acerca de la
regularizacién de Tikhonov. El tratamiento de no homogeneidades (ver [20] para las férmulas
de representacién generales en problemas no homogéneos) mueve casi inmediatamente al aco-
plamiento de elementos finitos y de contorno [9].
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Elasticidad y ecuaciones singulares

6.1 Introduccion

Las ecuaciones de Laplace y Helmholtz han servido hasta ahora para ilustrar los pa-
ralelismos entre dos ejemplos (uno real y otro complejo) en las cuestiones sobre for-
mulaciones en la frontera. Sin salir de los problemas de orden dos, ni de los dominios
regulares, hay un comportamiento “nuevo” que ninguno de los casos anteriores exhibe
y que es, de hecho, origen de uno de los mas interesantes campos de interaccion entre
analisis matematico, funcional y numérico: las ecuaciones integrales singulares. Estas
surgen de modo natural si intentamos repetir los pasos anteriores con el sistema de
Navier-Lamé de la elasticidad lineal homogénea e isétropa. Este ejemplo clasico da la
vuelta a las concepciones tradicionales sobre ecuaciones de frontera y su tratamiento
numérico.

En Laplace o Helmholtz se llega a dos tipos de ecuaciones

e ccuaciones de segundo tipo (enfoque cldsico) de forma general

f+Kf=g, (6.1)
siendo K un operador compacto en el espacio adecuado;

e ecuaciones de primer tipo
Af =g,

donde A es un operador con niicleo débilmente singular (logaritmico) o hipersin-

gular, pero cuya parte principal es eliptica.
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Los operadores clasicos llevan a ecuaciones mas faciles de resolver, aunque pierdan
mas rapidamente sus buenas propiedades si aparecen singularidades en el dominio.
Con la elasticidad ocurre algo muy distinto. Las ecuaciones de primer tipo tienen
el mismo aspecto y comportamiento que sus homologas en Laplace y Helmholtz. En
cambio, cuando llegamos a ecuaciones como (6.1), la novedad radica en que K ya
no es un operador compacto y la teoria cldsica de perturbaciones compactas de la
identidad no es valida. En su lugar, K adquiere tanta importancia como I y debe ser
una compensacién entre ambos operadores la que determine el comportamiento de la
ecuacion.

Otra pequena complicacién antes de entrar en materia: en sintonia con el hecho
de que las constantes producen problemas de unicidad en Laplace (bdsicamente por
ser el nicleo del problema de Neumann), la elasticidad bidimensional hace surgir el
subespacio tridimensional de los movimientos rigidos, “invisibles” en el problema de

tensiones puras (Neumann) para el sistema de Navier-Lamé.

6.2 Ecuaciones y férmulas

Sea () un dominio del plano con frontera regular I'. La incégnita del problema de la

elasticidad bidimensional es un campo de desplazamientos

respecto de una posicion de equilibrio con tensiones nulas. Asociado a €l estd un tensor

de deformaciones

glu] : Q — R*?

A 2 8xj 83&1 ’

y, asociado a las deformaciones, un tensor de tensiones

con

o:Q — R¥»?
que en el caso homogéneo e isétropo viene dado por la ley de Hooke

o =2pe+ Ntre)l,
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en funcién de dos parametros i y A, llamados pardmetros de Lamé. Denotaremos
olu] =2peful + A(V - u)l,

a las tensiones en funcién de los desplazamientos.

El operador de Navier-Lamé es
ur— A*'u =V oful: Q — R?,
donde la divergencia se aplica por columnas (o filas, ya que o es simétrica). Es facil

comprobar que
Au=pAu+ A+ p)V(V-u).

Las ecuaciones de Navier—Lamé en ausencia fuerzas volumétricas son entonces

A*u = 0, en €,

con condiciones de contorno en I

e Dirichlet
Uur,

e Neumann (tracciones normales)

trlu] := oful[r n,

donde n es el vector normal exterior.

Las formulas de Green para la ecuacién de Laplace son sustituidas aqui por las férmulas

de Betti-Somigliana. Antes de mostrarlas introducimos la forma bilineal simétrica

a(u,v) = /Q)\(V-u)(v-v)—l—/ﬂ2u€[u] : efv] =

= | <l ool

“” el producto de Frobenius de matrices, esto es,

2
A:B= Z aijbij.

ij=1

siendo

Entonces se tienen las féormulas de Betti-Somigliana:
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e primera:

a(u,v)+/QA*u-v:/Ftp[u]-'v,

[ aw) = [ (gl v - tilo]).

r

e segunda:

e Hay una tercera que no es mas que una férmula de representacion en la frontera

y que introduciremos tras mostrar la solucion fundamental.

Apunte. En elasticidad es tradicional utilizar notaciones tensoriales con sumatorios (no
indicados explicitamente) sobre indices repetidos. En elasticidad bidimensional, los indices
suelen ser letras griegas y variar entre 1 y 2, mientras que en tridimensional suelen ser latinas,
variando de 1 a 3. Para lo que necesitamos es mas comodo emplear notaciones vectoriales, en
las que se hace mads patente el paralelismo con las ecuaciones escalares. La elasticidad lineal
bidimensional surge de dos situaciones tridimensionales distintas: desplazamientos planos o
tensiones planas. En el segundo caso los parametros que aparecen en las ecuaciones de Navier—
Lamé tienen un significado diferente de los parametros elasticos del problema tridimensional.
Notemos por ultimo que las funciones

(5) (%)

B T\ m

con «, 3,7 € R arbitrarias (llamadas movimientos rigidos infinitesimales) son solucién del
problema de Neumann homogéneo

A*u =0, enf,
tp[u] =0.

La solucion fundamental, llamada solucion de Kelvin, es

-
Xr — xr —
B(z,y) = o logla — ylT, — o T E—Y)
|z — y|
con
c=— = TH

y satisface la ecuaciéon

AL ®(x,y) = oyl
Notese que tomamos siempre los vectores como columnas, por lo cual

T ( (21 —y1)° (x1 = y1) (w2 — v2) ) ‘

@=9@E=v) = @) (o)
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Si definimos
S(x,y) = (tr,wq)(wvy))T7

calculos laboriosos dan

(z —y)(z— y)T] N

S(z,y) = On@)log|z -y {d1I2+d2 p—

0 1
+d367'(m) 10g|:13 _y| ( 1 0 )

siendo
o n _ Aty __n
2m(A + 2u)’ 2T a4 2u) 5T 2N+ 2p)

y T(x) el vector tangente obtenido por un giro de /2 en el sentido de las agujas del

dy

reloj a partir del normal exterior n(x).

Foérmula de representacion en la frontera. Si
A*u =0, en )
y denotamos
t:=tr[u] : I — R?,

se tiene en todo y € 2

uly) = - / B, y)t(x)dy () + / S(a, y)u(e)dr ().

T

El limite en la frontera no difiere mucho del caso laplaciano,

3ulw) == [ d@ @i +vp. [ Seyu@ie).

con la salvedad de que hemos tenido que anadir un valor principal a la segunda integral
por ser singular. Este detalle cambia por completo el comportamiento de todas las

ecuaciones en las que aparezca la incégnita dentro de este operador integral singular.

6.3 Operadores de frontera

Los dos potenciales asociados al sistema son
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e capa simple

&mz—éﬂ%&ﬂ@%@%

e capa doble
Drg = [ Sla. () (@)
r

A su vez, los operadores de frontera son:

Vig = = [ Bl al@di(e)

Krq = vp. /s dy().
KMzzvaﬁ«m>wmmmx

Wea = ¢| [ s Jat@in(@)] =t [ 656 )] a@i @)

Como en el caso del laplaciano, Vi es también un operador integral con nticleo loga-
ritmico, luego débilmente singular, y Wr es hipersingular. Por contra, Kt y K} son
operadores integrales singulares, luego no compactos. Al parametrizar las ecuaciones,
veremos mas claramente este hecho. La proyecciéon de Calderon asociada es idéntica a
la presentada en el Capitulo 3.

Vamos a centrarnos en una ecuacién de la forma
54— Krq=f (6.2)

que surge, por ejemplo, en la formulacion directa del problema de Neumann. Tomamos

la habitual parametrizacion de I' y denotamos

Entonces (6.2) se convierte en la ecuacion

%g(s)+ )\fzu V.p./0 Kp(s,t)g(t)dt—i—/o Kr(s,t)g(t)dt = f(s)

siendo

Kp(S,t) _ (m(8> - $(t)) ) T(t) |:1:’(t)] < 0 1 )

21 |x(s) — x(t)|? -1 0
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(7(t) es la forma parametrizada en «(t) del citado vector tangente) y Kr(s,t) una
matriz de funciones C*.

Es facil ver que

A(s,t) = (3237(Ts|)mzsi;f(j)l&t7)'|(2t) ()] (1 e27rz(s—t))

es una funcion C* con limite

A(s,s) =+

dependiendo del sentido de recorrido de la curva. Asi, podemos reconducir la ecuacién

a la siguiente forma

o+ gz [ foue-( s

n /0 K®(s,0)g(t)dt = f(s),

. . 2
con una nueva matriz de funciones C*°, K (F ),

El operador

]

1 1
Hg:= -v.p. / ctg(m(t — -))g(t)dt
0
es la transformada de Hilbert periddica. Su expresion Fourier,

Hg =Y G(k)¢r— > _ g(k)ér, (6.3)

k>0 k<0
desvela su imposibilidad para ser compacto (ya que g — Hg + g(0) es un isomorfismo
en L?) y ademés da idea de un comportamiento radicalmente opuesto a la elipticidad,
con el operador dividiendo el espectro en una zona donde es definido positivo y otra

donde es definido negativo. De todos modos es obvio que
H:H — H"
es continuo para todo r. Un sistema de la forma
Ag+ BHg+ Kg=f (6.4)

con K operador compacto y A, B matrices de funciones, se denomina sistema inte-

gral singular. En nuestro caso A y B son constantes

0 1
1 _ 7
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Si denotamos v = p/(A + 2u) € (0,1), por las condiciones habituales sobre los para-

metros de Lamé, podemos demostrar que

(Ag,g)o + (BHg,g)o > vllgll3:

con 7 dependiente de v. Por tanto, aunque no se puede entender la ecuacién como
una pertubacién compacta de la identidad (una ecuacién de segundo tipo), si tenemos
en este caso que el operador de (6.4) es una perturbacién compacta de un operador
eliptico (AI, + BH). Esto es suficiente para poder aplicar métodos de Galerkin y de
colocacion con garantias de estabilidad.

Los resultados de convergencia son los mismos que para ecuaciones de segundo
tipo. No obstante, hay que tener bastante cuidado con cuestiones de falta de unicidad

provocados por los movimientos rigidos.

6.4 Ecuaciones integrales singulares

La seccion anterior nos ha permitido introducir un sistema de ecuaciones integrales
singulares, con la facilidad adicional de ser ser eliptico, lo cual asegura buenas propie-
dades de estabilidad para los métodos numéricos tradicionales. No obstante, incluso

con una Unica ecuacion singular
Ag:=ag+bHg+ Kg = f, (6.5)

(a y b son funciones regulares, H es la transformada de Hilbert y K es un operador
compacto), las cuestiones de cuando los métodos de Galerkin y colocacién son estables
llegan a acumular bastantes dificultades.

La ecuacion anterior se puede reescribir en una forma maés cercana al espiritu de la

literatura sobre operadores integrales singulares. Introducimos los operadores

Pg:=> Gk)or,  Qg=g—Pg=>_ G(k)ox,

k>0 k<0

que son dos proyecciones complementarias ortogonales

P+Q=1I, P*=P. Q*=Q, PQ=QP=0.



Ecuaciones integrales singulares 89

Ademas, por (6.3) se tiene la relacién

1
Pg—Qg=Hg+ / g(t)dt.
0
Asi, con c =a+by d=a—0b,laecuacién (6.5) es equivalente a
cPg+dQg+ Kg=f,

siendo K compacto.

Si ¢ y d no se anulan, el operador anterior es de Fredholm, pero su indice
dim(ker A) — codim(Im A)

puede no ser nulo. De hecho el indice del operador es igual al niimero de vueltas que

da alrededor del origen en el plano complejo la curva

c(t)
t — m

Este indice es no nulo en bastantes ecuaciones interesantes, como la clasica airfoil
equation, relacionada con el flujo alrededor de un perfil de ala de avién. Las dificultades
de encontrarse con una descompensacién entre existencia y unicidad de soluciéon se
reflejan severamente en el numérico.

Aparte de esto, la ecuacién puede exhibir un comportamiento que se ha venido
en llamar imparmente eliptico (traduccién de oddly elliptic, que significa ademéds ex-

tranamente eliptico). Una ecuacién de la forma
Hg+Kg=f

es un tipico ejemplo de este efecto, donde el operador de la parte principal tiene una
‘mitad’ definida positiva y la otra definida negativa. Los métodos de Galerkin tienen
una marcada aversion a estos operadores y, sorprendentemente, las estrategias de po-
sicionamiento de buenos nodos en los métodos de colocacién son casi opuestas a la de

los operadores elipticos tradicionales.

Madas informacién

Las aplicaciones de los métodos de contorno a problemas de elasticidad estan en el fondo del
gran empuje de los mismos en las ultimas décadas. Para revisar las multiples formulaciones
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posibles y cuestiones tedricas, ver, por ejemplo [5, 7, 17, 16, 18]. En [3] se puede ademds
consultar una extensa bibliografia sobre el tema. En [30, 48] se reescriben varios de los
problemas en el contexto de ecuaciones pseudodiferenciales. Para una breve introduccion a
las ecuaciones integrales singulares y a la transformada de Hilbert periddica, ver [14, 26]. Las
referencias obligadas en teorfa y numérico de ecuaciones integrales singulares son [19, 22].



Capitulo 7

En el tintero

Los capitulos precedentes han intentado dar una idea general de formulaciones y
métodos numéricos para ecuaciones integrales de frontera basdndose en ejemplos sim-
ples, donde se han eliminado no pocas dificultades habituales en la practica. Dedicamos
estas tultimas secciones a dar unas breves pinceladas de todo lo que no se ha comentado

aqui.

7.1 Otros problemas bidimensionales

Mas ecuaciones y mas soluciones fundamentales. Las aplicaciones de los méto-
dos de contorno a problemas de la elasticidad son muy numerosas, incluso en el caso
bidimensional. Mucho del esfuerzo se realiza en buscar buenas formulaciones, que lleven
a ecuaciones o sistemas con solucién unica, caracter eliptico o allegado y operadores
integrales manejables.

En el caso del bilaplaciano se pueden repetir muchas de las ideas del laplaciano
pero aparecen nuevas complicaciones. Los datos de Cauchy del bilaplaciano no son
un sistema tan logicamente ordenado como tradicionalmente se obtiene en ecuaciones
de orden dos, aunque en estos haya de hecho la posibilidad de elegir entre distintas
posibilidades.

En los problemas asociados al bilaplaciano (como los modelos de placa de Kirchhoff)
surgen habitualmente derivadas tangenciales en las condiciones de frontera. De aqui
arranca una necesidad de generalizar (abstraer) bastantes de las ideas sobre formula-

ciones. Los conceptos que hay que entender y revisar son:

91
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e El conjunto de condiciones de contorno sobre el que nos centraremos, lo que recibe
el apelativo de un sistema de Dirichlet. Uno simple, pero no siempre conveniente,

para el bilaplaciano es

U|F, ﬁnu|p, AU|F, 0nAu|p

e La idea de forma bilineal asociada al operador diferencial y como esta interactia
con el sistema de Dirichlet en funcién de férmulas de conmutacién o reciprocidad.
En el laplaciano, tenemos las féormulas de Green, en la elasticidad, las de Betti—
Somigliana y en el bilaplaciano, las de Rayleigh—Green. Todos ellos son casos
‘simétricos’ tanto en el operador como en las condiciones de contorno exigidas.
En general, al sistema de Dirichlet escogido se le asocia otro sistema de Dirichlet

que hace de dual en estas féormulas.

e La idea de solucién fundamental y su aplicacién en las formulas de reciprocidad
(Green generalizadas) para dar las formulas de representacion en la frontera y las

identidades en la frontera correspondientes (proyeccion de Calderén).

e Los potenciales multicapa asociados a operador, solucién fundamental y sistema

de Dirichlet y sus relaciones de salto en la frontera.

e Las condiciones de radiacion naturales referidas a problemas exteriores.

Otro problema donde se han aplicado repetidamente formulaciones de contorno es
el sistema de Stokes. Su solucion fundamental es una matriz funcional tres por dos y
revela como la conceptualizacion anterior debe ser adaptada para cada tipo de sistemas
diferenciales. Entre los problemas evolutivos, la ecuacién del calor ha recibido mucha
atencion en sus formulaciones integrales.

Por 1ltimo, en muchas ocasiones se buscan soluciones fundamentales complicadas
que se apliquen en un semiplano, en el exterior de una circunferencia, etc e incluyan

algun tipo de condicién de contorno adicional.

Cerca de la frontera. Las férmulas de representacién y los potenciales son dificiles

de evaluar cerca de la frontera. Si pensamos en un potencial de capa simple

u(z) = — /F log |y — zlq(y)dy(y)



Otros problemas bidimensionales 93

y sustituimos ¢ por una discretizacion g, la evaluacion de esta expresion cuando @ esta
cerca de I' tiene singularidades espireas que dificultan enormemente los cédlculos. La
opcién cuando se quiere trabajar cerca de la frontera es utilizar desarrollos de Taylor

en la direcciéon normal partiendo de la frontera:

2

u(x + én) = u(x) + € Opu(x) + E@?Lu(m) +... xel.

Para las distintas derivadas normales de la solucién del problema de contorno se resuel-
ven ecuaciones integrales asociadas, utilizando progresivamente las soluciones aproxi-
madas de las precedentes. Este enfoque tiene la ventaja de que cuanto mas cerca se

esté de la frontera, mas preciso es.

Dominios con esquinas. Restringidos de nuevo al laplaciano la presencia de es-
quinas en la frontera provoca varias novedades. Los operadores que menos sufren la
existencia de esquinas en el dominio son el logaritmico y el hipersingular, que no pier-
den su caracter eminentemente eliptico. Por ejemplo, en el caso de Vi se puede llegar

incluso a dar un descomposicion
VF - A + KO + Kl

donde K es compacto y K es un perturbacion de norma pequena en comparaciéon con
la inversa de la parte “principal” A. Este tipo de perturbaciones preservan la estabili-
dad de los métodos de Galerkin y de algunos otros métodos de proyecciéon no apoyados
directamente en la elipticidad.

No obstante, gran parte del andlisis numérico debe realizarse con técnicas muy
distintas a las aqui empleadas. Por un lado, uno puede esperar soluciones con singu-
laridades en las esquinas y, por otro, desde el punto de vista de una parametrizacién,
incluso una funcién C* sobre una curva no pasa de ser una funcién C* a trozos. Tanto
la teoria existente como la experiencia practica aconsejan realizar fuertes refinamientos
del mallado cerca de las esquinas, en funcién del tipo de singularidad esperable.

Los operadores Kt y K} cambian por completo de aspecto y funcionalidad. El pro-
blema principal es que en las esquinas sus ntucleos tienen singularidades no integrables,
luego hace falta introducir un valor principal, pero esta modificacién es unicamente

necesaria alli, luego no son operadores integrales singulares. Los operadores %I + Kr
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admiten de nuevo descomposiciones en parte compacta mas parte pequena, basicamente
procedente de aislar la parte mas incomoda de las esquinas. Estos efectos aislados de
esquinas introducen una nueva clase de operadores llamados operadores de convolucién
de Mellin. La citada descomposiciéon permite aplicar métodos de Galerkin con garantias
de estabilidad.

La teoria de los métodos de colocacion en dominios con esquinas va poco a poco
llegando a un estado satisfactorio, pero ain quedan muchas cuestiones abiertas y la
duda de si habra una sisteméatica de analisis conjunto de estos métodos.

La presencia de esquinas en los dominios donde se consideran ecuaciones singulares
o el hecho de que los coeficientes (a y b) sean funciones regulares a trozos introdu-
cen nuevos elementos a estudio, muchos de los cuales han sido ya abordados en una

abundante y compleja literatura sobre teoria y numérico de ecuaciones singulares.

Otros métodos. La ultima década ha visto impulsados varios nuevos métodos nu-
méricos para ecuaciones integrales de frontera bidimensionales. Entre ellos hay dos
familias que han producido un buen nimero de publicaciones y han despertado el in-
terés por sus propiedades y por la claridad de su andlisis. La primera es la cualocacion
(traduccién del inglés qualocation, término maletin de quadrature modified colloca-
tion), con la simplicidad de un método de colocacién y las casi 6ptimas propiedades de
convergencia de un Galerkin. La segunda familia es la de los métodos de cuadratura,
donde se retoman viejas ideas de los métodos de Nystrom y se aplican a ecuaciones
integrales cuyos ntcleos tiene singularidades fuertes o débiles.

Los métodos, ya sean de Galerkin como de colocacién, basados en los polinomios
trigonométricos tienen propiedades de convergencia practicamente inmejorables y co-
rresponden en este mundo a los métodos espectrales para problemas de contorno. No
obstante, requieren un gran esfuerzo de cuadratura numérica y su uso es muy restrin-

gido.

Estimaciones a posteriori del error. Una aplicacion seria de los métodos de con-
torno exige la posibilidad de realizar estimaciones a posteriori del error cometido. En
este tipo de objetivos se incluyen las técnicas de extrapolacion de Richardson que, uti-

lizando varios mallados, permiten acelerar la convergencia de los métodos y estimar
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el error, siguiendo un conocido esquema triangular de eliminacién de términos de un

desarrollo del error.

7.2 El salto a la tercera dimension

Los verdaderos retos para los proximos anos estan en los problemas tridimensionales.
Dado que las formulaciones de frontera conducen a ecuaciones integrales sobre super-
ficies, los métodos de contorno ofrecen una atractiva reduccién dimensional que puede
ser aprovechada, ya sea en solitario, ya sea en combinacién con elementos finitos.

La teoria de métodos de Galerkin para ecuaciones de frontera estd basada en con-
ceptos de elipticidad y en propiedades de los operadores, luego es esencialmente in-
dependiente de la dimensién. Por esta razén, desde un punto de vista analitico, los

primeros pasos son autométicos. Cuestiones que surgen rapidamente son:

e El tamano de los sistemas lineales resultantes, con matrices llenas y mal condi-

cionadas.

e La necesidad de automatizar una integracién numérica para funciones débilmente
singulares, singulares o hipersingulares. Nétese que las integrales para un método

de Galerkin son cuadruples.
e La necesidad de comprimir o eliminar informacién numérica poco relevante.

Todo ello ha producido una explosién de ideas y aplicaciones de técnicas numéricas
novedosas como las estrategias de panel clustering, el uso de wavelets y bases jerarqui-
zadas, el renovado interés por la integracién numérica multidimensional, etc.

Los métodos de tipo colocacién son mucho mas aplicados, de nuevo por la simpli-
cidad conceptual y, ahora si, por la reducciéon del nimero de integrales por evaluar
o aproximar. Sin embargo, salvo en dominios simples y con ecuaciones concretas, el
analisis de estabilidad de métodos de colocacién para ecuaciones integrales de frontera

en superficies es una asignatura pendiente.

Maias informacién

Las formulaciones para la ecuacién biharmoénica, el problema de Stokes y la transferencia de
calor se pueden consultar en [3, 5, 16, 36]. El tratamiento cerca de la frontera y otros temas
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novedosos de compresién de informacién para el caso tridimensional aparecen en [2, 11] por
ejemplo.

Las descomposiciones de operadores de frontera del laplaciano cerca de esquinas se pueden
encontrar en [1, 14, 57]. Para técnicas basadas en operadores de tipo Mellin, ver [22].

Los métodos de cualocacién y cuadratura han producido muy abundante literatura numé-
rica en la tltima década. Ver [24, 25] para las ideas bésicas sobre los mismos. La aplicacién
de extrapolacién de Richardson a métodos de contorno estd en el nicleo de la dedicacién de
los autores de este curso [32, 33, 34, 37, 49]. Otro enfoque se puede encontrar en [47].

Los problemas tridimensionales ocupan un numero de referencias si cabe més amplio que
los bidimensionales. Consultar la bibliografia de [1, 3, 16] para formulaciones y discretizacio-
nes.

Palabras finales

Muchos puntos de vista confluyen en la teoria y aplicacion de los métodos de contorno.
Sus posibilidades practicas son multiples y la capacidad de combinarlos con elementos
finitos ha generado un tipo de técnicas que, muy probablemente, perduraran en los
codigos para simulaciéon numérica de los anos venideros.

Para quienes disfrutan de las matematicas aplicadas, los elementos de contorno
ofrecen un apasionante mundo de convergencia entre andlisis matematico tradicional,
teoria de operadores y un variado abanico de técnicas en anéalisis numérico. El hecho de
que quede tanto por hacer y la certeza de que se habran de aplicar ideas nuevas para
atacar cuestiones abiertas generan una expectativa de estudio y trabajo interesante

para mucho tiempo.



Complementos

Operadores compactos. Sean V y W dos espacios de Hilbert. Decimos que K :
V — W es compacto si la imagen de una sucesién débilmente convergente en V' es
fuertemente convergente en W.

Es obvio que si K1, K5 : V — W son compactos y A\, u € C,
MK+ pKo
es compacto. Si (K,) es una sucesién de operadores compactos V' — W'y
1K = Knl =0

(en norma de operadores), el limite K también es compacto. Por ultimosi K : V — W
es compactoy A: W — Z, B : U — V son continuos, entonces KB y AK también

son compactos.

Trasposicién. Si A:V — V es lineal y continuo, llamaremos A* : V' — V' al tnico

operador que cumple

(Au,v) = (u, A*), Vu,v eV, (1)

donde (-, -) es el producto escalar de V. Si se tiene A : V — V* se puede definir

A* 1V — V* con la férmula
(Au,v) = (A*u,v), Vu,v eV, (2)

donde ahora (-, - ) : V*x V — C es el producto de dualidad. Entonces, si K : V — V

(6 K : V — V*) es compacto, K* también es compacto.
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Operadores de segundo tipo. Un operador
I+ K:V —YV,

donde I es la identidad y K es compacto, se dice operador de segundo tipo. Los

operadores de segundo tipo cumplen la alternativa de Fredholm:
e 0 bien I + K e I + K* tienen inversa continua,

e 0O bien

0 < dimker(/ + K) = dimker(/ + K*) < oo

im( + K) = ker(I + K*)*,
im(7 + K*) = ker(I + K)*
(el simbolo L denota ortogonalidad en el espacio de Hilbert V).
Lo anterior se puede ver directamente sobre una ecuacién
u+ Ku=f. (3)
Si I + K no es inyectivo, entonces
ker(I + K) = span(¢y, . . ., ¢a),
ker(I + K*) = span{(¢j, ..., o5
y (3) tiene solucién tnica médulo ker(I + K) si y sélo si
(f,07)=0 i=1,....,d.

Por tanto im(/ + K') tiene un suplementario finito dimensional con la misma dimensién

que ker(/ + K).
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Operadores de Fredholm de indice cero. Si A:V — W cumple

e im A es cerrado
e dim(ker A) = codim(ker A)

se dice que A es Fredholm de indice cero (la codimensién de im A es la dimensién de
cualquier suplementario de im A). Los operadores de segundo tipo I + K son Fredholm
de indice cero.

Maés aun, si A es Fredholm de indice cero (luego entre otras cosas A es inyectivo si
y sélo si es biyectivo) y K es compacto, A+ K es Fredholm de indice cero. Ademas se

tiene una adaptacion del teorema de la alternativa a estos operadores.

Operadores elipticos. SiA:V —V* (6 A: V — V) cumple
Re(Au, u) > ~|ul]?, YueV

con v > 0 se dice que A es eliptico. El teorema de Lax—Milgram afirma que todo
operador eliptico es invertible con inversa continua. Si K es compacto y A es eliptico,

A — K es Fredholm de indice cero. En este caso B = A — K cumple
Re(Bu, u) > 7llull* — (Ku,u). (4)

Las desigualdades de tipo (4) se enmarcan dentro de las llamadas desigualdades de

Garding.

Métodos de Galerkin. Sea A :V — V (6 A:V — V*) es lineal, continuo e

invertible. Consideremos la ecuacién
Au = f.

Sea V}, C V' un subespacio finito dimensional. Un método de Galerkin es un esquema

discreto
Up € Vh,

()
(Auhﬂ}h) - (f7 Uh)a vUh S Vh-

Si se tiene una sucesion de espacios {Vj},,, de dimension creciente cuando h — 0, se

pueden considerar tres conceptos:
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e propiedad de aproximacion

inf |lu—uvy] =20, VueV: (6)
v, EVR

e estabilidad: para h suficientemente pequeno (5) tiene solucién tnica y
[un]| < Clul (7)
con C' independiente de h;

e convergencia: para h suficientemente pequeno (5) tiene solucién tunica y

[y, — ul| =2 0.

Es facil ver que la estabilidad equivale a la estimacion de Céa
— < (" inf — upl|.
lu = unll < €7 inf flu— o

De ahi se deduce sin demasiada dificultad que para métodos de Galerkin,

estabilidad
+ <~ convergencia.
prop. aproximacion
Si A es eliptico, la estabilidad esta garantizada y, por tanto, la convergencia se limita
a la propiedad de aproximacién (6).
Ademsds, si A = Ag— K, con Ay eliptico y K compacto, es inyectivo (luego invertible)
la convergencia del método para Ay implica la convergencia del método para A. Por
ultimo, la estabilidad admite la forma de una condicién infimo—supremo (Babuska—

Brezzi)
inf sup [(Vun, on) | > (> 0.
un€Vih Logopevs, [[unllllvnll |~

Métodos de proyeccién. Gran parte de estas ideas se pueden extender a métodos
de la forma
up € Vh,

(8)
Py Auy, = Py f,
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donde Py, : V* — W), (6 P, : V — W)},) es un operador de proyeccién y
dim W), = dim V,.
Estos operadores reciben el nombre de operadores de proyeccion, ya que la aplicacion
u=A"'f — o,

dada por uy = (P,A)"' P, Au, es una proyeccién. El espacio W}, es un espacio “artifi-
cial” en el que reflejar la discretizacion.

Por ejemplo, métodos de tipo colocacion

Aup(2i) = f(z)

son equivalentes a expresiones como (8) si P, es un operador de interpolacién en los

puntos z; sobre un espacio “artificial” W,.

Generalizaciones del concepto de integral. Sea una funcién f : [—a,a] — R tal

que f € C([—a,a]\ {0}). Si podemos acotar
[f(s)] < Cls|*,

con a > —1, se dice que la funcién f es débilmente singular (este concepto se gene-
raliza obviamente a un nimero superior de singularidades aisladas). En tal caso f
es integrable en el sentido de Riemann impropio y en el de Lebesgue. A veces, con

singularidades mas fuertes, la cantidad

f( ggU 7(s ds+/f }

llamada valor principal de Cauchy de la integral, es convergente sin que la integral lo

sea. En tal caso, se habla simplemente de una integral singular de f. Si f cumple que

Jlim s*f(s) =: fo,

s—0

p.f. /a f(s)ds :=v.p. /a Mds.

se puede definir
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La expresion anterior recibe el nombre de parte finita de Hadamard de la integral. Por

ejemplo, si f admite un desarrollo de Laurent

F) =24 Ty ),

b /_ F(s)ds = /_ Fa(s)ds.

luego la parte finita elimina la parte divergente de la funcién, desde el punto de vista

entonces

de la integrabilidad. Este concepto se generaliza similarmente a singularidades mas
fuertes. Si no existe el valor principal de la integral pero existen partes finitas de algin
tipo, se habla de integrales hipersingulares. Este tipo de ideas se trasladan facilmente

a integrales sobre curvas parametrizables en el plano.
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