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1. Matrices de rango uno

Una matriz genérica de rango uno se puede escribir en la forma



a1

...

an




[
b1 . . . bm

]
=




a1b1 . . . a1bm

...
...

anb1 . . . anbm


 ,

es decir, las matrices de rango uno son aquéllas de la forma (ai bj) donde los vectores
a = (a1, . . . , an)> y b = (b1, . . . , bm)> son no nulos, es decir, con el convenio de que los
vectores son columnas, tenemos la matriz,

ab>.

El producto por una matriz de rango uno es muy simple

ab>x = (b,x) a, (b,x) = b · x = b>x =
m∑

j=1

bj xj.

De aqúı se deduce trivialmente que

N (ab>) = {x ∈ Rm | (b,x) = 0}
La descomposición de un vector en una base ortogonal es un ejemplo de empleo de

matrices de rango uno. Si tenemos p1, . . . ,pn una base ortonormal de Rn, entonces

x =
n∑

j=1

(pj,x)pj =
n∑

j=1

pj p>j x.

Esta operación se puede ver empleando una matriz que agrupe a los vectores de la base
ortonormal

P =


 p1 . . . pn


 .
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Que la matriz P sea ortogonal significa que sus columnas son ortonormales, esto es,
P>P = I. Por ser cuadrada (la ortogonalidad de matrices también se admite para ma-
trices rectangulares cuyas columnas sean ortonormales), P> = P−1 y por tanto, también
tenemos que P P> = I, esto es, las filas de una matriz cuadrada ortogonal forman otra
base ortonormal de Rn.

El hecho de que P P> = I es el mismo que nos permite escribir que para todo x,

x = P (P>x) =


 p1 . . . pn







(p1,x)

...

(pn,x)


 =

n∑
j=1

(pj,x)pj.

En la expresión anterior hemos empleado las dos interpretaciones del producto matriz
por vector, que en determinados contextos del mundo de la ingenieŕıa se llaman input–
output y output–input. Las expresiones anteriores también permiten escribir la siguiente
descomposición de la matriz identidad como suma de matrices de rango uno

I =
n∑

j=1

pj p>j .

Regresemos momentáneamente a las matrices de rango uno. Si una matriz de rango
uno cuadrada (ai bj) es simétrica, entonces

ba> = ab>,

luego b = λ a (basta multiplicar a derecha por a), y la matriz se puede escribir como

λ a a>.

Obviamente,
(λ a a>x,x) = λ(a>x)>a>x = λ|(a,x)|2.

Si λ > 0, entonces, la matriz es semidefinida positiva y si λ < 0, es semidefinida negativa.
Como la matriz tiene rango uno, no puede ser indefinida, ya que solo tiene un valor propio
no nulo.

Tomemos ahora números λj ∈ R y una base ortonormal de Rn: {p1, . . . ,pn}. Consi-
deremos entonces una matriz simétrica (es suma de matrices simétricas):

A :=
n∑

j=1

λjpj p>j .

Multiplicar por esta matriz es simple,

Ax =
n∑

j=1

λj(pj,x)pj.

Notemos que, en particular,
Api = λipi
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y que

A = PΛP>, Λ =




λ1

. . .

λn


 , P =


 p1 . . . pn


 .

Aśı pues, P>AP = Λ no es más que la diagonalización ortogonal de una matriz simétrica
y las matrices

n∑
j=1

λjpj p>j

cubren todo el conjunto de las matrices simétricas.

2. Compresión de información

Vamos a restringirnos en esta sección a matrices simétricas definidas positivas. Toma-
mos números

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0

y una base ortonormal de Rn, {p1, . . . ,pn}, de manera que la diagonalización ortogonal
de A es equivalente a la descomposición

A =
n∑

j=1

λjpj p>j .

Notemos también que si

|x| :=
√

(x,x) =

√√√√
n∑

j=1

|xj|2,

entonces

P>x =




(p1,x)

...

(pn,x)




y
n∑

j=1

|(pj,x)|2 = |P>x|2 = (P>x)>(P>x) = x>PP>x = x>x = |x|2.

De forma similar, se ve que

|Ax|2 =
n∑

j=1

λ2
j |(pj,x)|2.

Consideremos ahora las matrices

Ak :=
k∑

j=0

λjpj p>j .
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Las matrices Ak son simétricas y semidefinidas positivas. Su rango es k, ya que

Akx ∈ {α1p1 + . . . + αkpk |αj ∈ R},

a la vez que
Akpj = λjpj, j = 1, . . . , k.

El espacio nulo de Ak es

N (Ak) = {αk+1pk+1 + . . . + αnpn |αj ∈ R}.

Además,

Ax− Akx =
n∑

j=k+1

λj(pj,x)pj

luego

|Ax− Akx|2 =
n∑

j=k+1

λ2
j |(pj,x)|2 ≤ λ2

k+1

n∑

j=k+1

|(pj,x)|2 ≤ λ2
k+1

n∑
j=1

|(pj,x)|2 = λ2
k+1|x|2.

Merece la pena observar que en la inversa, el orden de los valores propios es el contrario

A−1 =
n∑

j=1

(1/λj)pj p>j .

Este resultado se deduce del hecho de que si A = PΛP>, entonces A−1 = PΛ−1P>. Al
número

cond(A) :=
λ1

λn

(producto de los mayores valores propios de A y A−1) se le llama condicionamiento es-
pectral de A.

El mismo argumento se puede usar para cualquier tipo de matriz simétrica, ordenando
los valores λj por módulo. Si ninguno de ellos es cero, se puede invertir la matriz y repetir
los comentarios sobre la inversa.

3. Matrices no simétricas

Consideremos una matriz B cualquiera con n filas y m columnas. La matriz B>B es
m×m, simétrica y semidefinida positiva. Aśı

B>B =
r∑

j=1

σ2
jpj p>j ,

donde
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0,
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y los vectores p1, . . . ,pr ∈ Rm son ortonormales. El número r es el rango de B>B. Ahora
bien, también es el rango de B. ¿Por qué? Para verlo, notemos primero que

Bx = 0 ⇐⇒ B>Bx = 0.

Aśı, aprovechando que el número de columnas de B y de B>B es el mismo, tenemos que

r = rango(B>B) = m− dimN (B>B) = m− dimN (B) = rango(B).

Definimos seguidamente los vectores

qj := (1/σj)Bpj ∈ Rn, j = 1, . . . , r.

Notemos que
B>qj = (1/σj)B

>Bpj = σjpj, j = 1, . . . , r.

Además estos vectores cumplen

(qi,qj) =
1

σi σj

(Bpi, Bpj) =
1

σi σj

p>i B>Bpj =
σj

σi

p>i pj =
σj

σi

(pi,pj) = δij,

luego son ortonormales. Aśı, como dimR(B) = r y los vectores qj son ortogonales y están
en R(B) (por su definición), entonces

R(B) = {β1q1 + . . . + βrqr | βj ∈ R}.

Por tanto, para cualquier x ∈ Rm

Bx =
r∑

j=1

ξjqj, ξj ∈ R

y se tiene que

r∑
j=1

σ2
j (pj,x)pj = B>Bx =

r∑
j=1

ξjB
>qj =

r∑
j=1

ξj σj pj,

luego, por independencia lineal,

ξj = σj (pj,x), j = 1, . . . , r

y tenemos que

Bx =
r∑

j=1

σj(pj,x)qj =
r∑

j=1

qj p>j x, ∀x ∈ Rm.

Esto equivale e que

B =
r∑

j=1

σjqjp
>
j ,
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esto es, hemos descompuesto B como una suma de matrices de rango unidad. Empaque-
tando la información en matrices

P :=


 p1 . . . pr


 , P>P = Ir

Q :=


 q1 . . . qr


 , Q>Q = Ir

(P es m× r, mientras que Q es n× r) y

Σ =




σ1

. . .

σr




hemos factorizado B en la forma
B = QΣP>.

A esta factorización de B se le llama descomposición en valores singulares. Se suele
abreviar con el nombre inglés SVD.

Hay una serie de resultados que se obtienen inmediatamente: para la matriz B> se
tiene inmediatamente

B> =
r∑

j=1

σjpj q>j = PΣQ>,

y para B B>

B B> =
r∑

j=1

σ2
jqj q>j .

Hay una matriz interesante, que es

B† :=
n∑

j=1

(1/σj)pj q>j = PΣ−1Q>.

Esta matriz se denomina pseudoinversa de B.
La compresión de información de B se realiza recortando la descomposición en valores

singulares

Bk :=
k∑

j=1

σjqj p>j .

Notemos que

|Bx|2 =
r∑

j=1

σ2
j |(pj,x)|2
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y que entonces

|Bx−Bkx|2 =
r∑

j=k+1

σ2
j |(pj,x)|2 ≤ σ2

k+1|x|2.

Hay otra versión de la descomposición en valores singulares, donde Σ tiene el mismo
tamaño que B (en la esquina superior derecha de Σ se pone la matriz diagonal anterior)
y P y Q son cuadradas (cada una de un tamaño). Las r primeras columnas de P y Q son
como las dadas antes. Las restantes, se obtienen completando hasta una base ortonormal
del espacio correspondiente.

Temas relacionados:

problemas mal condicionados

regularización

filtros de Wiener

análisis de componentes principales
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