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1. Matrices de rango uno

Una matriz genérica de rango uno se puede escribir en la forma

aq albl e Clem

an anbr ... apbm

es decir, las matrices de rango uno son aquéllas de la forma (a;b;) donde los vectores
a=(ap,...,a,) yb=(by,...,b,)" son no nulos, es decir, con el convenio de que los
vectores son columnas, tenemos la matriz,

ab'.
El producto por una matriz de rango uno es muy simple
ab'x = (b,x)a, (b,x):b~X:bTX:zm:bj:cj.
j=1
De aqui se deduce trivialmente que
N(ab") = {x € R™|(b,x) =0}

La descomposicion de un vector en una base ortogonal es un ejemplo de empleo de

matrices de rango uno. Si tenemos pq, ..., p, una base ortonormal de R", entonces
n n
_ _ T
x=>Y (p;X)P; = ) PP, X,
j:l j:l

Esta operacion se puede ver empleando una matriz que agrupe a los vectores de la base
ortonormal



Que la matriz P sea ortogonal significa que sus columnas son ortonormales, esto es,
P"P = I. Por ser cuadrada (la ortogonalidad de matrices también se admite para ma-
trices rectangulares cuyas columnas sean ortonormales), PT = P~! y por tanto, también
tenemos que P PT = I, esto es, las filas de una matriz cuadrada ortogonal forman otra
base ortonormal de R™.

El hecho de que P PT = I es el mismo que nos permite escribir que para todo x,

(P1,X)

n

x=P(P'x)=| p1|...|Pn : :Z(pj,x)pj.
j=1
(Pn, )

En la expresion anterior hemos empleado las dos interpretaciones del producto matriz
por vector, que en determinados contextos del mundo de la ingenieria se llaman nput-
output y output—input. Las expresiones anteriores también permiten escribir la siguiente
descomposicion de la matriz identidad como suma de matrices de rango uno

I= Z Pj p;r-
j=1

Regresemos momentaneamente a las matrices de rango uno. Si una matriz de rango
uno cuadrada (a; b;) es simétrica, entonces

ba' =ab’',
luego b = A a (basta multiplicar a derecha por a), y la matriz se puede escribir como
Aaa'.

Obviamente,
(laa'x,x) = Aa'x)"a'x = \(a,x)[.

Si A > 0, entonces, la matriz es semidefinida positiva y si A < 0, es semidefinida negativa.
Como la matriz tiene rango uno, no puede ser indefinida, ya que solo tiene un valor propio
no nulo.

Tomemos ahora nimeros A\; € R y una base ortonormal de R": {py,...,p,}. Consi-
deremos entonces una matriz simétrica (es suma de matrices simétricas):

A= Z AiPj pjT.

j=1

Multiplicar por esta matriz es simple,

Notemos que, en particular,



Yy que
A1

A= PAPT, A= : P=|pi|...|Pn

An

Asi pues, PT AP = A no es mas que la diagonalizacién ortogonal de una matriz simétrica

y las matrices
> \ipip;
j=1

cubren todo el conjunto de las matrices simétricas.

2. Compresion de informacién

Vamos a restringirnos en esta seccién a matrices simétricas definidas positivas. Toma-
Mos NUMeros

y una base ortonormal de R™, {p1,...,p,}, de manera que la diagonalizacién ortogonal
de A es equivalente a la descomposicion

A= \p;p;.
j=1

Notemos también que si

entonces

(Pn,X)

Z I(p;,x)*=|P"x|* = (P'x)" (P'x) =x'PPTx =x"x = |x.
j=1

De forma similar, se ve que
n
[Ax[* = Ml(p;, x)I”
j=1

Counsideremos ahora las matrices

k
Ay = Z)\jpj p,.

J=0
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Las matrices A; son simétricas y semidefinidas positivas. Su rango es k, ya que
Apx € {oup1 + ... + axpi | o € R},

a la vez que
Akpj:)\jpjy jzl,,/{i

El espacio nulo de Aj, es
N(Ap) = {art1Prs1 + .- + anpy | o € R}

Ademas,
Ax— Ax = Y N(pj,x)py
j=k+1

luego

[Ax = AxP = ) Xlp;x)P <M D 0P <080 ) 10 %)) = ARy x P,
j=1

Merece la pena observar que en la inversa, el orden de los valores propios es el contrario

n

AT =3"(1/A)ps b}

j=1

Este resultado se deduce del hecho de que si A = PAPT, entonces A~ = PA7'PT. Al
nimero \
cond(A) == =L
An
(producto de los mayores valores propios de A y A7) se le llama condicionamiento es-
pectral de A.
El mismo argumento se puede usar para cualquier tipo de matriz simétrica, ordenando
los valores A\; por médulo. Si ninguno de ellos es cero, se puede invertir la matriz y repetir

los comentarios sobre la inversa.

3. Matrices no simétricas

Consideremos una matriz B cualquiera con n filas y m columnas. La matriz B' B es
m X m, simétrica y semidefinida positiva. Asi

T 2 T
B B:ZUjpjpjv

7j=1

donde



y los vectores pi, ..., p, € R™ son ortonormales. El ntimero r es el rango de B' B. Ahora
bien, también es el rango de B. jPor qué? Para verlo, notemos primero que

Bx=0 <<=  B'Bx=0.
Asi, aprovechando que el ntimero de columnas de B y de B' B es el mismo, tenemos que
r =rango(B'B) = m — dim N(B' B) = m — dim N (B) = rango(B).
Definimos seguidamente los vectores
q; :=(1/0;)Bp; € R", j=1,...,r

Notemos que
B'q; = (1/0;)B'Bp; =0;p;, j=1,...,m

Ademas estos vectores cumplen

1
(ai,q5) = T(Bpi, Bp;) =

TRT 9j T 9j
"B"Bp; = ~p p: = ~L(pi,pi) = 6,
T, e SR s R LS (i, Pj) = 05

luego son ortonormales. Asi, como dim R(B) = r y los vectores q; son ortogonales y estdn
en R(B) (por su definicién), entonces

R(B) = {fias + ...+ Brq. | B; € R}.

Por tanto, para cualquier x € R™
Bx=Y &q;,  §ER
j=1

y se tiene que

Zgi(Pjyx) p; = B Bx = ijBqu = ij o; Py
j=1 j=1 j=1
luego, por independencia lineal,
fj:O'j(pj,X), j:]_,...,T‘
y tenemos que

BXZZO’j(pj,X)qj :Z quij, vx € R™.
j=1 j=1

Esto equivale e que

B = Z UjOIijT>
j=1



esto es, hemos descompuesto B como una suma de matrices de rango unidad. Empaque-
tando la informacion en matrices

P=1|pi|...|p |, P'P=1,

Q=|a|...|la |, QQ=I

(P es m x r, mientras que () esn X r)y

01

o
hemos factorizado B en la forma
B=QxP’.

A esta factorizacién de B se le llama descomposicion en valores singulares. Se suele
abreviar con el nombre inglés SVD.

Hay una serie de resultados que se obtienen inmediatamente: para la matriz B' se
tiene inmediatamente

B' =) op;q] =P2Q",
j=1
y para BB

BB' = Za?qj qu.
j=1

Hay una matriz interesante, que es

n

B':=Y (1/o;)p;q; = PL'Q.

Jj=1

Esta matriz se denomina pseudoinversa de B.
La compresion de informacion de B se realiza recortando la descomposicion en valores
singulares

k
By = Z 0iq; pjT.

J=1

Notemos que

|Bx* =Y a}l(p;, x)I?
j=1
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y que entonces
-

|Bx — Bix|* = Y o3|(p; ¥)* < o7 [x[.
j=k+1

Hay otra version de la descomposicion en valores singulares, donde Y tiene el mismo
tamano que B (en la esquina superior derecha de ¥ se pone la matriz diagonal anterior)
y Py @ son cuadradas (cada una de un tamano). Las r primeras columnas de Py () son
como las dadas antes. Las restantes, se obtienen completando hasta una base ortonormal
del espacio correspondiente.

Temas relacionados:

problemas mal condicionados

regularizacion

filtros de Wiener

analisis de componentes principales
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